LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
I LMA200/MAL400 GEOMETRI OCH LINJAR ALGEBRA 2003-10-28

1. Bestdm matrisen for speglingen av planet R? i linjen 3z —y = 0.

Linjen har en normalvektor (3, —1) (dvs en vektor som &r vinkelrdt mot linjen). Lat (a,b) beteckna
en godtycklig punkt i planet. Linjen som gar genom denna punkt parallellt med vektorn (3,—1) har
ekvationen (z,y) = (a,b) + t(3,—1),t € R. Denna linje skér linjen 3z —y = 0 i punkten (z,y) = (a +
3t,b—t), dar 3(a+3t)—(b—t) =0dvst = %(b—?,a). Vi betecknar detta virde pa ¢t med to. Speglingen
av (a,b) i linjen 3x —y = 0 ar den punkt (a',b') som ligger pa linjen (z,y) = (a,b) + #(3,—-1),t € R
och svarar mot 2tg dvs det dr punkten

2 4 3.3 4
L) = 20(3. — 1) = Z - —1)=(—=a+ =b, Za + -b).
(a',8) = (a,0) + 2t0(3. = 1) = (a,0) + 5(b = 3a)(3, ~1) = (—gza + =b, za + =)

Alltsa dr matrisen for speglingen av planet i linjen 32z — y = 0:
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2. Los for alla viarden pa parametern a ekvationssystemet:
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2ax, “+axo +axs =1
Ba+ 1)z +(a+ 1)z +2az5 =1
2ax1 +azxs +x3 =1

Determinanten av systemets matris ar

2a a a 0 0 a-1
D=|3a+1 a+1 2a|=|a+1 1 2a-1|=(a—1)[ala+1)—2a] =ala—1)>
2a a 1 2a a 1

Vi har D =0 di och endast dd a =1 eller a = 1. Om D # 0 har systemet en enda l6sning som ges av
Cramers regel:

1 a a 2¢ 1 a
1 a+1 2a 3a+1 1 2a
|1 a 1] —(a—1) 1 _ 2¢ 1 1| (a—1)(a+1) a+1
= D “ala—1? ala—1) 2= D ~ ala—1)?2  a(a—1)’
2a a 1
3a+1 a+1 1
2a a 1
T3 = D =0.

Om nu a = 0 ger den forsta ekvationen 0 = 1 sa att systemet saknar 16sningar. Om a = 1 &r den
forsta ekvationen 2z7 + x2 + £3 = 1 och den andra 4z, + 222 + 223 = 1. Om man multiplicerar den
forsta ekvationen med 2 och jAmfor hogerleden sé far man 2 = 1, vilket innebédr att systemet saknar
16sningar dven i detta fall. (Detta &r en konsekvens av ett tryckfel: hogerledet i den andra ekvationen
skulle vara 2 i stéallet for 1 fér att gbra uppgiften lite roligare).

3. Los matrisekvationen AXB + 24X = C, dar
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Forst konstaterar vi att matrisen A har invers A~! ty det A = —1 (anvéind t ex ”Sarrus regel”). Nu
multiplicerar vi bigge leden i ekvationen med matrisen A~! fran vénster. Vi far XB + 2X = A~1C
s& att X (B + 2I) = A~1C. Matrisen

11 1 0 3 1
B+2I_<2 0)+2(0 1)_(2 2)
har ocksa invers ty det(B + 2I) = 4. Efter multiplikation av ekvationen med (B + 2I)~! fran hoger,

far vi slutligen X = A='C(B + 2I)7'.

Det aterstar att beriikna inverserna A~! och (B + 2I) 1. Resultatet ir

7 -1 —4 1 9 1
Al = 3 -1 -1 | och (B+2I)1=Z<_2 3>
—4 1 2
sa att
. » 7 -1 —4 1 1 1 9 _1 1 6 3
X=A"'cB+2D)"'= 3 -1 -1 1o );( 5 3)=51 0 ¢
-4 1 2 01 —2 -3
. Los ekvationen:
x 22 2 ot
1 1 1 1
1 2 4 8| @
1 0 0 O
Metod 1: Vi har
x z?2 2t 1 z 22 28 s 22 a0
11 1 1|_ |11 1 1/|_ s
1248—561248—33(1);1;—23](563IL'+2).
1 0 0 O 1 0 0 O

Nu I8ser vi ekvationen z?(z% — 3z + 2) = 0, vilket ger 1 = 25 =0, 23 = 1, 74 = 2.

Metod 2: Vi observerar att ekvationen har grad 4 med avseende pa z och att vi kan bryta ut = (som
i forsta likheten ovan) sa att ekvationen har en rot z = 0 och dessutom hogst 3 rotter som svarar
mot determinanten med forsta raden 1, z, 22, 23. Genom inséittningar av = 0, 1,2 konstaterar vi att
determinanten &r lika med 0 eftersom dessa inséttningar ger tva identiska rader. Alltsa har ekvationen
exakt 4 rotter z = 0 som dubbelrot och ytterligare rétterna 1 och 2.

. (a) Vad menas med att en uppsattning av vektorer vi,vs,...,v, i R ar linjart beroende
(linjart oberoende)? Ge ocksa lampliga exempel som forklarar definitionerna.

(b) Visa att kolonnerna i en (n x n)—matris A ar linjart beroende da och endast da
determinanten av matrisen det A = 0.

Se kursboken: Definitionerna 5.4, 5.5 och Sats 5.5.

. Bestam alla egenvarden och egenvektorer till matrisen:

4 6 0
-3 -5 0
-3 -6 1

Finns det en bas i R? bestiende av egenvektorer till denna matris? Motivera noga Ditt
svar!



4- A 6 0
detA=| -3 —5-2X\ 0 l=1=XN[EA=N(=5-X)+18=(1-A\+X1-2).
-3 -6 1-2)\

Detta ger alla egenviirden: 1 — A\)[(4 — A)(=5 — ) + 18] = (1 — A\)(A\%2 + A — 2) = 0 d& och endast da
A1=A2=1,A3=—2.

For att berdkna egenvektorerna loser vi tva ekvationssystem. For A\; = A2 = 1 far man Ax = x da
och endast da:

417 46z = 3z1 +6x =0 Ty = —2s
—3r1 —b5z9 =z, & —3xr; —629 =0 & x1 42z =0 & =z, =35
—3.73‘1 —6.71‘2 —|—.Z'3 = I3 —3.21‘1 —6.’E2 =0 I3 =t

dar s,t € R. Egenvektorerna dr i detta fall (x1,22,23) = s(—2,1,0) +¢(0,0,1) och s # 0 eller ¢ # 0.

For A3 = —2 far man Ax = —2x vilket ar ekvivalent med
4x1 +6x9 = =221 6xy +6z2 =0 x +zo =0 T =t
—3x1 —b5x9 =2z & =311 329 =0 & 2 +229 —z23 =0 & 29 =-—t
—3x1 —6x2 +x3 = —223 —-3x1 —6x2 +3x3 =0 T3 = —t

t € R. Egenvektorerna &r i detta fall (z1,z2,23) = t(1,—1,—1), dar t # 0. Det finns en bas bestaende
av egenvektorer: (—2,1,0),(0,0,1),(1,—1,—1) ty dessa tre vektorer &r linjéirt oberoende i R® — deter-
minanten vars kolonner (eller rader) ar dessa vektorer ar skild fran 0.

. Ge exempel pa:
(a) En (4 x 4)-ortogonalmatris (ON-matris) A = (a;;) med alla element a;; # 0,

(b) En linjir avbildning 4 : R* — R* (A # + identitet) som bevarar lingder av alla vektorer
dvs |Ax| = |x| fér varje vektor x € R*.

Motivera noga Dina svar!

(a) Vi kan t ex vilja

(Kontrollera att matrisen &r ortogonal!)

(b) Vi vet att en linjir avbildning bevarar langder da och endast da dess matris i standardbasen &r
ortogonal. Dérfor kan vi vilja matrisen A fran (a) och definiera avbildningen sé att y = Ax for x € R*.

. (a) Lat A och B vara tva kvadratiska matriser av samma storlek. Visa att “konjuga-
tregeln” A% — B2 = (A+ B)(A — B) giller da och endast did matriserna A och B kommuterar
dvs AB = BA.

(b) Lat B vara en matris sddan att B> = 0. Visa att matrisen I + B har invers.

(2) Om A2 — B2 = (A + B)(A— B) s éir (A+ B)(A— B) = A> — AB+ BA— B2 = A”> — B sj att
—AB+BA =0dvs AB = BA. Omviint, om AB = BAsd ér (A+B)(A—-B) = A2~ AB+BA-B? =
A? — B2,

(b) Vi vill visa att det finns en matris X sadan att (I + B)X = I. Definiera X = I — B. Da &r
(I +B)(I—-B)=1I?—-B?=1ty I och B kommuterar (dvs vi far anvinda ”konjugatregeln”), I? = I
och B% = 0.



