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Kapitel 0

Forberedande kapitel, las igenom oOversiktligt. Rata linjens ekvation kan
vara bra att repetera ordentligt.

Kapitel 1
1.1 Intervallbeteckningen kommer vi att anvinda ofta.

1.2 Funktionsbegreppet borde vara vilbekant. Definitionsméngd ingar i
detta delkapitel. I analys d&r man ofta mer intresserad av att ge en formel
istallet for att explicit ange definitionsmangden, och om ingenting annat sigs
sa ar definitionsmangden den storsta delmingden av R dar formeln fungerar.

1.3 Absolutbelopp och triangelolikheten kan vara bra att fordjupa sigi. OBS!
Vilka reella tal z uppfyller att |x + 2| = 1?7 Jo, x skall ligga 1 steg fran —2
pa reella tallinjen, namligen x = —1 eller z = —3. Dessutom, nér det galler
uttrycket |f(z)|, kom ihag att det &r tecknet pa f(z), inte pa z, som avgor
om det ar lika med f(x) eller —f(x).

1.4 Ingenting nytt hiar. Kan vara bra dock att titta pa graferna pa s. 47-49.

1.5 Rationella funktioner, dvs kvoter mellan polynom, har vi sett tidigare.
Aterkommer #ven till rationella funktioner nér vi infort grinsvirdesbegreppet.
Sa lange, studera graferna pa s. 67-68.

1.6 Man kan definiera a®, dir a positivt och b godtyckligt reellt. Detta
gors i flera steg. For att gora detta behdver man bland annat att z? ar
strangt vaxande mot oo, vilket vi skall se pa foreldsningen. Egenskaperna
(22) — (26) skall man kunna; (22) — (24) dr sjélvklara nir exponenterna ir
positiva heltal, vilket kan vara till hjalp om man vill ha ett sitt att komma
ihag dem pa. Beviset av (28) skall man kunna och likasa Sats 8 med bevis.



1.7 Logaritmfunktioner definieras som invers till exponentialfunktioner, dven
om begreppet invers funktion inte kommer forran i nista avsnitt. Ett satt
att komma ihag logaritmer ar foljande: ®logx ar det tal man skall upphdja
a med for att fa talet z, dvs “logxz = y betyder att a® = y (om a # 1
och z positiva). Egentligen kan vi néja oss med den naturliga logaritmen, In,
eftersom egenskapen (38) visar att alla logaritmfunktioner kan uttryckas med
hjdlp av In. OBS! Logaritmlagarna (34) — (37) ar en direkta konsekvenser av
potenslagarna; (37) kan bevisas pa samma sétt som (35). Sats 10 &r en kon-
sekvens av Sats 8; storleksordningen i odndligheten mellan logaritm-, potens-
och exponentialfuntion skall man kunna.

1.8 I delkapitel 1.8.1 generaliseras proceduren i 1.7 till invers funktion i
allménhet. Att berdkna inversen till f (om den finns) gér man genom att
16sa ekvationen f(z) = s med avseende pa x; om den ekvationen inte ir enty-
digt 16sbar sa ar f inte inverterbar. Sammansittning av funktioner kommer
vi att mota pa flera stéllen i kursen. Dessutom, terminologini 1.8.3 kommer
vi standigt att anvanda.

1.9 Stora delar av detta kapitel ar repetition. Tabellerna pa s. 97 och s. 98
ar bra att kunna; i den senare kan man genom att anvanda en halv kvadrat
och halv liksidig triangel ta fram vardena i tabellen. Viktigt att utga fran en-
hetscirkeln niar man arbetar med de trigonometriska funktionerna. Observera
att vi alltid méter vinklar i radianer. Trigonometriska ettan (47), komple-
mentvinkelsformeln (52) och additionsformeln (56) dr ett absolut minimum
av vad man ska kunna; (56) visas lattast i form av (54). Med hjélp av dessa
kan ni harleda flertalet formler. Det ar relativt enkelt att 6versatta mellan
formlerna (54)-(57) med hjilp av (52) och att byta y mot —y. (58)-(61) ar
bra att kunna (och &r ocksa ldtta att hirleda). Omskrivningen av (66) enligt
s. 106, hjalpvinkelmetoden, ska man kunna. Av tangens och cotangens ar
tangens klart viktigast; cotangens ar bara dess inverterade varde. Sats 13,
14 och exempel 55 ar viktiga.

1.10 De trigonometriska funktionerna ar inte inverterbara, men med lampliga
inskrankningar av deras definitionsmangder blir de det. Mest anvéanda &r arc-
sin och arctan. Observera noga (72) och (73) och motsvarande samband for
ovriga arcusfunktioner.

1.11 De hyperboliska funktionerna definieras enkelt ur exponentialfunktio-

nen och har egenskaper som liknar de trigonometriska funktioner, t.ex. hy-
perboliska ettan (77) och additionsformler.
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Kapitel 2

Viktigt kapitel! Gransvardesbegreppet ligger till grund for derivata och in-
tegraler som till stor del ar vad kursen handlar om. Vanj er sa snart som
mojligt med gransvardesdefinitionen.

2.1 Har ges definitionen av gransvarde i flera olika situationer. I samtliga fall
handlar det om att f(z) kan goras sa néra sitt grinsvirde som man 6nskar
da z gors tillrackligt nara sin granspunkt eller oo, dar “ndra” oo betyder
“stort”. Samma princip galler aven for oegentliga gransvarden, oo eller —oco.

Tidigare har vi sett gransvarden i kapitel 1, men har gor vi en mer system-
atisk genomgang. For berakning av gransviarden har man gransvardesreglerna
i Sats 1-5 och en lista pa standardgrdinsvdrdena; en lista kommer i 2.4 men
vi har redan sett nagra av dessa i kapitel 1, satserna 8, 10 och 14. Exempel
8 s. 140 &r ytterligare en variant pa grénsvirdet i sats 1.8 (och 1.10).

2.2 Kontinuitet ar en mycket viktig egenskap hos en funktion f(z), som
kdnnetecknas av att grafen till kurvan y = f(z) inte har nagra “skutt”. Mer
stringent, kdnnetecknas dessa av att en liten forandring av variabelvirdet
ger en liten forandring av funktionsvardet.

Exempel 13 ger tva nya standardgransvirden, och att z* — 1da z — 07
(som vi kan se i exempel 14) skall man ocksa kdnna till. Den teknik som
anvands i dessa exempel, ndmligen att skriva om en exponering sa att basen
blir e, ar ofta mycket anvandbar.

Egenskapen (14) s. 148, satsen om mellanliggande virden, har vi anvént
i kapitel 1 for att visa att % = a har en positiv 16sning da @ > 0 och o > 0.
Tillsammans med egenskapen (15) s. 149 fas att virdeméngden till en kon-
tinuerlig funktion pa ett slutet begrinsat intervall ar ett slutet begransat
intervall.

2.3 I detta kapitel definieras talet e som ett grinsviarde av en talfoljd;
Sats 7 ger nagra varianter av denna definition. Egenskapen (16) som &r
karaktaristisk for de reella talen brukar kallas for supremumaziomet. Sats 8
ger en forklaring till varfor basen e for logaritm- och exponentialfunktion ar
sa praktisk; med en annan bas a blir dessa gransvirden 1/ In a respektive In a.

2.4 Listar standardgréansvarden; endast (33) och (34) &r nya.

2.5.1 Att berdkna asymptoter brukar inga i konstruktion av funktionskur-
vor, aterkommer till detta nér vi har infort derivatabegreppet.
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2.5.2 Tar upp intervallhalvering i samband med avsnitt 4.5.
Kapitel 3

3.1 Derivatabegreppet ar centralt och motiveras ofta (som i detta delka-
pitel) med 6gonblicklig (tillvixt)hastighet eller tangent till funktionskurva.

3.2 Derivatans definition och hur den anvands for att harleda olika derivator
skall man kunna. Manga derivator kommer vi sedan berdkna med hjilp av
deriveringsregler och standardderivator. En forsta standardderivata harleds
i exempel 4; vi skall senare se att formeln galler aven om n inte ar ett positivt
heltal (som t.ex. i exempel 3 dir n = 1/2). Anvindning av derivata for att
bestamma tangent och normal till en funktionskurva som i exempel 5 och 6
ar fundamental. Derivatan till en funktion ar sjalv en funktion som kan vara
deriverbar, vi pratar da om andraderivatan. Forsta- och andraderivatan ar
centrala begrepp i studiet av max- och minproblem.

3.3 Sats 1 visar att en deriverbar funktion ar kontinuerlig. Daremot géaller
inte omvéndningen; f(z) = |z| &r kontinuerlig i x = 0 men e] deriverbar dar.
Deriveringsreglerna (4) och (5) séger att derivering ar en linjar operator, (6)
ar produktregeln (Leibnitz regel) och (7) ar kvotregeln; var noga med tecknet
i den sistndmnda! Kedjeregeln ar lite mer komplicerad, i synnerhet beviset.
Principen ar dock naturlig; om en funktion dr sammansatt av flera steg sa ar
dess derivata lika med produkten av de olika stegens derivator. Aven derivata
av invers till en deriverbar funktion behandlas har, vilket ar anvindbart nér
vi t.ex. vill bestimma derivatan av arcusfunktionerna (se 3.4).

3.4 De elementiara funktionernas derivator hérleds. Med kdnnedom om
derivatan av ™ och deriveringsregler fas derivator av polynom och rationella
funktioner. Vi far derivator av exponentialfunktioner och logaritmfunktioner
genom att anvinda standardgrinsvirden. Aven derivatan av sinz fas med
hjélp av standardgransvide (lim,_,q sinx/x = 1) samt trigonometriska form-
ler. Tillimpning av kedjeregeln och komplementsvinkelformel ger darefter
derivatan av cosx, och tanx deriveras sedan med hjalp av kvotregeln. Nar vi
bestdmmer derivatan av arctanz ar det fordelaktigt att skriva om derivatan
av tanz som 1 + tan’z istéllet for 1/cos®x. Arcusfunktionernas derivator
bestams med hjalp av regeln for derivata av invers funktion.

3.5 Tva huvudpunkter:



e En inre extrempunkt for en deriverbar funktion ar stationdr eller kri-
tisk, d.v.s. derivatan ar 0 dar. Daremot kan derivatan vara 0 utan att
vi har en inre extrempunkt (detta sker da vi har en sadelpunkt).

e Medelvardessatsen med dess konsekvenser: Om derivatan ar 0 i ett in-
tervall sa ar funktionen konstant dér; om derivatan ar positiv i ett
intervall sa ar funktionen stringt vixande dar. En intuitiv tolkn-
ing av medelvidessatsen ar att medelhastigheten under en fard maste
overrensstamma med den 6gonblickliga hastigheten vid nagot tillfalle
under farden. Observera att satsen om mellanliggande varden ar nagot
annat (s. 148-149).

3.6 Lis t.0.m. sidan 208.

3.8 Handlar om att man faktiskt kan uppfatta dy/dz som en kvot; inte
minst fysiker tycker om att anvinda beteckningarna dy och dx var for sig.

Kapitel 4

4.1-4.2 Nar vi vill rita grafen till en given funktion féljer vi proceduren

A Studium av forsta derivatan; derivatans nollstéillen, lokala extrempunk-
ter, inflexionspunkter.

B Gransvirden; lodrita, vagrata och sneda asymptoter.
C Konvexitet, funktionens nollstillen, symmetri.
D Anvéander slutsaterna fran A-C till att rita graf.

Kurvritning ar en av vara viktigaste tillimpningar av derivata. Denna ar
ocksa lamplig for att besvara diverse fragor om funktionens beteende, t.ex.
angaende dess virdemingd som i exempel 1 avsnitt 4.2. Kom ihag (14)-
(15) s. 148-149 som ger att en kontinuerlig funktion pa ett slutet, begrinsat
intervall antar saval sitt maximum som sitt minimum. Sats 3.13 ger att
extremvardena soks

e i stationara punkter
e i punkter dar derivatan inte existerar

e i intervallets andpunkter



4.3 Optimering ar en mycket viktig tillimpning av derivata. T.ex. kan
det handla om att maximera vinst, minimera materialatgang etc. Efter att
man formulerat ett problem matematiskt kan man angripa det med t.ex.
metoderna i 4.1-4-2 och darefter tolka resultatet i termer av det ursprungliga
problemet.

4.4 Olikheter kan alltid omformuleras till att en viss funktion bara tar posi-
tiva virden, vilket aterigen handlar om att undersoka dess virdeméngd.

4.5 Har ar vi bara intresserade av Newton-Raphson metoden.
Kapitel 5
5.1 Vi laser detta efter avsnitt 6.4 och bara t.o.m. s. 252.

Primitiv funktion F (i betydelsen ursprunglig) till en funktion f &r sadan
att F' = f. Alla primitiva funktioner till f ges av den obestdmda in-
tegralen [ f(r)dz. Aven termen antiderivata anvinds ibland och betyder
primitiv. (2)-(12) ger en lista pa sadana vi kénner till och kan ldsas sa att
hogerledets derivata ar integranden i vénsterledet. Eftersom derivering ar
en linjir operator sa giller detsamma for dess omvéndning: (15)-(16). (13)
och (14) visar hur man kan kinna igen derivator som uppstatt med hjalp av
kedjeregeln; allmént géller att om f har den primitiva funktionen F' sa har
f(g(z)) - ¢'(z) den primitiva funktionen F(g(x)).

Kapitel 6

6.1 Att en funktion ir integrerbar innebir att den kan approximeras sa nira
uppifran och nedifran med trappfunktioner att skillnaden mellan motsvarande
over- och undersumma kan goras godtyckligt liten.

6.2 Kontinuerliga funktioner ar integrerbara och integralen kan fas som ett
gransvirde av en Riemannsumma eftersom en sadan maste ligga mellan 6ver-
och undersummor baserade pa samma indelning av integrationsintervallet.

6.3 Sats 5 ger integralens grundldggande egenskaper; mérk (13) som gor (12)
giltig for alla a, b, ¢, inte bara a < ¢ < b. Integralkalkylens medelvardessats
ar viktig, i synnerhet eftersom vi anvander denna sats i beviset av Analysens
huvudsats i nasta avsnitt.

6.4 Har visas sambandet mellan derivata och integral och vi far en metod for
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att berdkna integraler forutsatt att vi kan bestimma en primitiv funktion
till integranden. Vi laser t.o.m. s. 299.

6.5 Generaliserade integraler betyder bara att man forst berdknar integralen
over en del av intervallet och sedan gor gransovergang, bade om intervallet
ar obegransat eller integranden &r obegransad.

Kapitel 7

7.1, 7.3 Areabestamning var grundmotiveringen bakom inférandet av inte-
graler och vi far har nagra exempel. Berdkning av volym ar en annan typisk
tillampning. For den extra intresserade; berakning av massa genom att in-
tegrera densitet ger en fysikalisk tillampning, och berakning av baglangd ar
forstas ocksa intressant.



