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LMA210 Analys. Lasanvisningar

Kapitel 1
1.1 Intervallbeteckningarna kommer vi att anvinda ofta.

1.2 Funktionsbegreppet borde vara vilbekant, t ex fran forra terminens
kurser. I kursen studerar vi funktioner fran (delméngder av) de reella talen
till (delméngder av) de reella talen.

1.3 Funktionen absolutbeloppet har vi redan mott bade for komplexa tal och
vektorer i tidigare kurser i vilka fall namnet pa triangelolikheten ar latt att
forsta geometriskt. For reella tal &r den narmast trivial (och foljer forstas
ocksa fran att den géller for komplexa tal, men det far ses som en omvig!)
men vi kommer att anvinda den ofta. Nar det giller att behandla uttryck
av typen [f(x)|, kom ihag att det &r tecknet pa f(x), inte pa x, som avgoér om
det &r lika med f(x) eller -f(x).

De kommande avsnitten behandlar de sa kallade elementéra funktionerna,
polynom, rationella funktioner, exponential-, potens- och logaritmfunktioner,
trigonometriska funktioner, arcusfunktioner och hyperboliska funktioner, varav
de flesta nog ar vilbekanta.

1.4 Polynom har vi sett tidigare. Lis igenom sjilva. Observera att pro-
dukter och summor av polynom ar polynom, men i allmédnhet inte kvoter av
polynom.

1.5 Rationella funktioner ar kvoter av polynom. Vi kommer att studera
graferna av rationella funktioner mer i detalj efter att ha infort gransvirde
och derivata.

1.6 Potens- och exponentialfunktioner. Man kan definiera potenser a® for a >
0 och o € R sa att samma rdkneregler galler som for “vanliga” heltalspotenser.
Varierar man basen a far man en potensfunktion x®, definierad fér x > 0.
Varierar man istillet exponenten « fas en exponentialfunktion a”, definierad



for alla z € R. Beviset av (28) som séger att exponentialfunktionen a® — oo
da x — oo om a > 1, skall man kunna liksom Sats 8 med bevis. Sats 8 sdger
att exponentialfunktionerna vixer snabbare da  — oo dn potensfunktion-
erna.

1.7 Logaritmfunktioner definieras som inverser till exponentialfunktioner,
dven om begreppet invers funktion inte kommer forrdn i nésta avsnitt. a-
logaritmen for s, “log s, ar det tal man skall upphdja @ med for att fa talet
s, d v s *logs =y betyder att a® = y. Logaritmlagarna (34)-(37) ar direkta
foljder av potenslagar; (35) och (37) skall man kunna. Sats 10, som séger att
potensfunktioner vixer snabbare &n logaritmfunktioner, ar en direkt f6ljd av
Sats 8; storleksordningen i odndligheten mellan logaritm-, potens- och expo-
nentialfunktion skall man kunna. Observera att (38) gor att alla logaritmer
kan uttryckas i den sa kallade naturliga logaritmen med bas e; ofta rédknar
man med denna.

1.8 Kompletteringar av funktionsbegreppet Sammanséattningen go f av funk-
tionerna f : X — Y och g : Y — Z ar den funktion fran X till Z som
avbildar x pa g(f(x)). Inversen till en bijektiv (injektiv och surjektiv) funk-
tion f : X — Y &ar den funktion g : Y — X som uppfyller att g o f och
f o g ar identitetsavbildningarna pa X respektive Y. Man skall veta vad
det innebér att en funktion &r injektiv, surjektiv, bijektiv, (svagt) viixande,
(svagt) avtagande, uppat/nedat begrénsad, udda eller jaimn.

Tillagg till Persson-Bdiers avsnitt 1.8.1: en funktion f : X — Y ar
surjektiv om for alla y € Y det finns (minst) ett x sa att f(z) =y, d vsom
f(X) =Y. Om f &r injektiv och surjektiv sigs den vara bijektiv. Den har
da en invers.

1.9 Trigonometriska funktioner Mycket av detta &dr repetition. Man bor vara
siker pa de trigonometriska funktionernas véarden enligt tabellerna pa s. 97
och 98; de senare kanske inte nédvindigtvis som minneskunskap utan som
resultat av anvindning av halv kvadrat och halv liksidig triangel. Grun-
den for de trigonometriska funktionerna dr dock enhetscirkeln enligt def. s.
97. Observera att vi alltid méter vinklar i radianer. Det finns "hur manga
formler som helst" for de trigonometriska funktionerna men de &r langt ifran
oberoende av varandra, sa ur ett relativt fatal kan man hérleda de andra.
Trig.ettan (47), komplementvinkelformeln (52) och additionsformeln (56) &r
ett absolut minimum av vad man skall kunna; (56) visas lattast i form av
(54). Det &r relativt enkelt att 6versitta mellan formlerna (54)-(57) m.hj.a.
(52) och att byta y mot —y. (58)-(61) dr ocksa bra att kunna (och dr litta
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att hirleda). Omskrivningen av (66) enl. s. 106, hjélpvinkelmetoden, skall
du kunna. Av tangens och cotangens dr tangens klart viktigast; cotangens
ar bara dess inverterade virde. Sats 13, 14 och ex. 55 &r viktiga. De ror
relationen mellan sinz, tan z och z nédr x nirmar sig noll.

1.10 Arcusfunktioner Arcusfunktionerna &r inverser till de trigonometriska
funktion (med vél valda definitionsomraden). (Observera noga (72) och
(73) och motsvarande samband for Gvriga arcusfunktioner: arcsin(sin(x))
ar definierat for alla © € R men &r bara lika med z i intervallet [—m /2, 7/2],
medan sin(arcsin(z)) = « for alla x i definitionsméngden.)

1.11 Hyperboliska funktioner De hyperboliska funktionerna definieras i ter-

mer av exponentialfunktioner. De dr “hyperboliska” varianter av de trigonometriska
funktionerna ((cos 6, sin §) definierar en hyperbel 2% —y? = 1, istillet for som

i det trigonometriska fallet en cirkel z* + y* = 1) och paminner i mycket

om sina trigonometriska motsvarigheter. De dyker upp naturligt i fysiken,

det mest kiinda exemplet dr kanske att en fritt hingande kedja beskrivs av
cosinushyperbolicus.

Kapitel 2 - Gransvirden
Gransvirdesbegreppet ar centralt i kursen. Det anvinds for att definiera
viktiga begrepp som kontinuitet, derivata och integral.

2.1 Hér definieras grinsviarden av en funktion f(x) da z gar mot +oo eller
mot en punkt a € R. Vi definierar ocksa hoger- och vinstergriansviarden da
x ndrmar sig a fran hoger respektive vénster. I samtliga fall handlar det om
att f(z) kommer godtyckligt néra sitt gransvirde A € R eller +o00. Att f(x)
kommer “néra” oo skall tolkas som att f(z) blir godtyckligt stort.

Vi har redan moétt nagra grénsvarden i kapitel 1 men gér nu en mer sys-
tematisk genomgang. For berdkning av gransviarden har man gransvirdesre-
glerna i Sats 1-5 och en lista pa "standardgriansvirden"; en lista kommer i
2.4 men vi har redan sett nagra av dessa i kapitel 1, satserna 8, 10 och 14.
Ex. 8 s. 140 &r ytterligare en variant pa gransvérdet i sats 1.8 (och 1.10).

2.2 Kontinuitet ar en mycket viktig egenskap hos en funktion och kan beskri-
vas som att en liten fordndring av variabelviardet bara ger en liten férdndring
av funktionsvirdet. Moraliskt dr en funktion kontinuerlig om dess graf &r
sammanhéngade. Har gors en formell definition i termer av gransvirden.
Ex. 13 ger tva nya standardgrénsvirden, och att lim, o+ 2* = 1 (Ex.
14) skall man ocksa kdnna till. Att som i dessa exempel skriva om en expo-
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nentiering sa att basen blir e dr ofta mycket anvindbart. De viktiga egen-
skaperna (14) och (15) s. 148-149 kan sammanfattas: Virdeméngden till en
kontinuerlig funktion pa ett slutet begrinsat intervall &r ett slutet begrinsat
intervall.

2.3 Tulet e, den naturliga logaritmens bas definieras som grinsvirde av en
talfoljd; sats 7 ger nagra varianter av denna definition. Egenskapen (16) som
ar karakteristisk for de reella talen brukar kallas supremumaxiomet.

Sats 8 ger en forklaring till varfor basen e for logaritm- och exponential-
funktion &r sa praktisk: med en annan bas a blir dessa gréansvirden 1/Ina
resp. Ina.

2.4 Ger som utlovat en lista pa standardgrinsvirden; dessa skall man kunna
och kunna anvéinda. Endast (33) och (34) ar nya.

2.5.1 Att berdkna asymptoter brukar inga i konstruktion av funktionskur-
vor, vilket vi skall dgna oss at mer nér vi infort derivatabegreppet, och vi tar
upp detta avsnitt da.

2.5.2 Losning av ekvationer genom intervallhalvering tar vi upp i samband
med avsnitt 4.5.

Kapitel 3 - Derivator

3.1 Derivatabegreppet &r centralt och motiveras ofta med 6gonblicklig (tillviixt)hastighet
eller tangent till funktionskurva. Derivatan av en funktion f i en punkt xg
ar ett matt pa f’s fordndring i x,.

3.2 Derivatans definition som grinsvirdet av en sa kallad differenskvot maste
man naturligtvis kunna. De flesta derivator kommer vi att berikna med
hjalp av deriveringsregler och standardderivator, men i vissa ldgen kan man
bli tvungen att ga tillbaka till definitionen.

En forsta standardderivata, Dz™ = na™ ! hirleds i Ex. 4; vi skall senare
se att samma formel géller &ven om n inte &r ett positivt heltal. Ex. 3 &r {.6.
fallet n = 1/2.

Anvandningen av derivata for att berdkna tangent och normal till en
funktionskurva som i ex. 5 och 6 ar fundamental. Derivatan till en funktion
ar sjalv en funktion som kan vara deriverbar, vilket leder till andraderivata
(och s& vidare, men det dr framst forsta och andra derivata som vi anvénder).



3.3 Deriveringsregler Sats 1 sidger att en funktion som &r deriverbar ar kon-
tinuerlig. Observera att omvindningen inte dr sann, |x| &r ett motexempel
till detta.

Sats 2 ger formler for derivator av summor, produkter och kvoter av
funktioner. Sats 3, kedjeregeln, beskriver derivatan av sammansattningen av
funktioner: om en funktion &r sammansatt av flera steg sa ar dess derivata
lika med produkten av de olika stegens derivator. Ténker man pa derivata
som skalfordndring dr detta intuitivt klart, vilket f.6. ocksa géller derivatan
av invers funktion; det som inte utan vidare dr klart i det sista fallet ar att
inversen (om den existerar) till en deriverbar funktion &r deriverbar.

3.4 De elementdra funktionenernas derivator Derivatan av polynom och ra-
tionella funktioner foljer med deriveringsreglerna ovan fran derivatan av x".
FExponentialfunktionens respektive logaritmfunktionens derivata erhalles m.
hj. a. standardgréansvirdena i Sats 2.8 s. 154, och ur dem hérleds derivatan
av den allménna potensfunktionen.

Sinusfunktionens derivata hirleds m.hj.a. en trigonometrisk formel och
standardgréansvirdet lim, .o sinx/x = 1. Tillimpning av kedjeregeln och
komplementsvinkelformeln ger derivatan av cosinus och tangens deriveras
sedan m h a kedjeregeln (och trigonometriska ettan). Arcusfunktionernas
derivator hirleds sedan ur dessa m h a regeln for derivata av invers funk-
tion. Slutligen ar de hyperboliska funktionernas derivator &r enkla kon-
sekvenser av definitionerna och exponentialfunktionens derivata. Jamfor med
de trigonometriska funktionernas derivator!

3.5 Allmdnna egenskaper hos deriwerbara funktioner Detta ar ett viktigt avs-
nitt som beskriver hur egenskaper hos en funktion reflekteras i dess derivata.
Sats 13 séiger att derivatan i en lokal extrempunkt (max/min) &r noll. Obs att
omvindningen inte dr sann, 23 ir ett motexempel till detta. Medelvirdessat-
sen (Sats 14) anvinds bl a for att hérleda foljande viktiga egenskaper: Om
derivatan av f &r noll i ett intervall dr f konstant i intervallet (Sats 15) och
om derivatan av f r (strikt) positiv i ett intervall sa dr f (stringt) vixande
i intervallet (Sats 16). Medelvirdessatsen anvinds ocksa for att uppskatta
funktioner. Om |f| < M sa géller |f(za) — f(x1)] < M|zy — 21|, jAmfor med
Exempel 19.

3.6 Derivator av hégre ordning Vi kommer framfor allt anvinda derivator av
ordning 2 i samband med kurvkonstruktion i kap 4. Lis avsnittet Gversik-

tligt, ni skall kunna notationen.

3.8 Differentialer Handlar om hur man kan uppfatta dy/dxr som en kvot;



inte minst fysiker gillar att anvinda beteckningarna dy och dx var for sig.

Kapitel 4 - Anvindning av derivator

4.1-2 Kurvkonstruktion, (lokala) extrempunkter
Nar vi vill rita grafen till en funktion kan vi félja proceduren:

1. Undersok symmetri (dr f jaimn eller udda?).

2. Studium av derivatan, derivatans nollstéllen, lokala extrempunkter,
stationdra punkter.

3. Studium av andraderivatan, konvexitet.

4. Asymptoter (avsnitt 2.5.1 s. 157-164). Vad hénder nér vi ndrmar oss
en punkt dar funktionen inte &r definierad, vad hander néar vi ndrmar
0ss £oo?

5. Sammanfatta ovanstaende i en virdetabell, ange dven funktionens noll-
stéllen.

6. Skissa kurvan.

Definitionen av lokala extrempunkter skall man kunna. Sats 1 beskriver
extrempunkter och stationira punkter i termer av derivatans teckenvixling,
Sats 2 i termer av andraderivatan.

4.3 Optimeringsproblem (maximering av vinster, minimering materialatgang
o0 s v) kan ofta formuleras som att hitta en viss funktions extremvérden, vilket
kan 16sas genom att hitta derivatans nollstillen.

4.4 Olikheter kan alltid omformuleras till att visa att en viss funktion bara
tar positiva virden, vilket kan analyseras m h a funktionens derivata.

4.5 Numerisk ldsning av ekvationer Har ingar framfor allt Newton-Raphsons
metod.

4.6 En funktion dr konvez (konkav) om funktionskurvan “mellan” tva punkter
ligger under (6ver) den linje, kordan, som binder samman dem. Konvexitet
(konkavitet) kan uttryckas i termer av derivator. Om f dr en tva ganger
deriverbar funktion dr den konvex precis dir dess derivata dr vixande (avta-
gande), eller alternativt dess andraderivata &r positiv (negativ).
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Kapitel 5 - Primitiva funktioner

5.1 En primitiv (i betydelsen ursprunglig) funktion, eller obestémd integral,
F till en funktion f &r sadan attF’ = f; &ven termen antiderivata forekommer
(atminstone pa engelska). (2)-(12) ger en lista 6ver de primitiva funktion-
ernas derivator, dessa skall man kunna. Eftersom derivering ar en linjar
operator, giller detsamma for dess omviindning: (15)-(16). Vi kommer inte
behandla sarskilt “svara” primitiva funktioner i kursen; detta kommer i fort-
siattningskursen. Dock skall man kunna hitta primitiva funktioner till enkla
funktioner genom att anvinda kedjeregeln for derivator baklinges: om F' ar
en primitiv funktion till f & F(g(x)) en primitiv funktion till f(g(z))g ().

Kapitel 6 - Integraler

6.1 Definition av (Riemann-) integrerbarhet och integral. En funktion &r
integrerbar om den kan approximeras sa néra uppifran och nedifran med
trappfunktioner att skillnaden mellan motsvarande over- och undersumma
kan goras godtyckligt liten. Integralen definieras som gransvirdet av under-
/6versumman.

6.2 Kontinuerliga funktioner &dr integrerbara. Ett séitt att berdkna integralen
av en kontinuerlig funktion f dr som ett gransvirde av Riemannsummor. En
Riemannsumma av f ar en approximation av integralen av f som en integral
av en trappfunktion som approximerar f.

6.3 Sats 5 ger grundlaggande rékneregler for integraler, vilka dr anvindbara
for berdkning och uppskattning av integraler; ofta ir det svart att beriikna in-
tegralen av en funktion f exakt, men genom att approximera f med enklare
funktioner och tillimpa regel (11) kan man fa relativt bra uppskattningar
av integralen av f. Beviset for rdknereglerna bestar viasentligen av att kon-
statera att riknereglerna géller for trappfunktioner (Sats 1 s 286), vilket dr
enkelt att se, och att sedan visa att de bevaras under grinsévergang. Inte-
gralkalkylens medelvirdessats ar ett anvindbart verktyg, som bland annat
anvands i analysens huvudsats i nasta avsnitt.

6.4 Analysens huvudsats ar ett viktigt resultat som relaterar besgreppen

derivata och integral. Med hjilp av den och dess foljdsats insdttningsformeln
kan man berékna integraler genom att hitta primitiva funktioner - det sdtt
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man analytiskt ofta berdknar integraler. T praktiken beriknas integraler of-
tast numeriskt (avsnitt 7.11 innehaller nagot om detta).

6.5 De integraler vi behandlat i avsnitten ovan har varit integraler av be-
grinsade funktioner 6ver begriansade intervall. Generaliserade integraler &r
integraler dir man tillater obegrinsade integrander och integrationsomraden;
de definieras som griansviarden av “vanliga” integraler.

Kapitel 7 - Tillimpningar av integraler

7.1 Integraler kan anvindas for att berdkna areor av ytor i planet. Speciellt
ar ju integralen [ f(z)dz av en funktion f(z) > 0 lika med arean mellan f’s
graf och z-axeln.

7.3 Mera generellt kan integraler sigas handla om berdkning av summor dér
antalet termer gar mot odndligheten samtidigt som varje term gar mot 0;
berdkning av volym &r en annan typisk anvindning. I detta avsnitt visas
hur volymer av rotationskrppar kan beriknas m h a de s k “skiv-" och “ror-
formlerna”.



