AVSNITT 4

ANDLIGT OCH
OANDLIGT

Ar det méjligt att jamfora storleken av olika talmingder? Har det nagon
mening om man siger att det finns fler irrationella tal &n rationella? Ar det
overhuvudtaget mojligt att jamfora storleken av oéndliga méngder? Sadana
fragor sysselsatte manniskor redan for lange sedan och svaren pa dem hade
mycket viktiga konsekvenser for hela matematiken.

Storleken av tva mangder, bada med ett dndligt antal element, kan jamforas
genom att man riknar antalet element i dem. Den metoden ar oanvandbar
om tva mangder ar odndliga. Men det finns ett sétt att jamfora andliga
mangder som kan generaliseras till odndliga. I stéllet for att rdkna antalet
element i tva mangder A och B for att avgora vilken av dessa som innehéaller
flest element, kan man forsoka para ihop elementen i A med elementen i B
sa att olika element i A svarar mot olika element i B och varje element i B
tillhor nagot par. Om det dr mojligt sa kan man sidga att A och B har lika
manga element. Om det finns element i B som inte tillhor nagot par, sa ar
slutsatsen att B innehaller fler element &n A. Om man inte har lyckats para
ihop elementen i A och B darfor att elementen i B har tagit slut innan alla
element i A fick bilda ett par sa kan man séga att A har fler element &n B.

For att formalisera parbildning till ett matematiskt begrepp introducerar
man funktionsbegreppet. Vi repeterar forst den allménna definitionen av
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begreppet funktion &ven om de funktioner som vi betraktar i detta avsnitt
har mycket speciella egenskaper.

(4.1) Definition. Med en funktion fran en méngd X till en méngd Y
menar man en regel som till varje x € X ordnar exakt ett element y € Y.
Man brukar beteckna funktioner med bokstéaver (eller speciella symboler —
se exempel nedan). Om f betecknar en funktion fran X till Y som till z € X
ordnar y € Y sa skriver man y = f(z) och f: X — Y. O

(4.2) Exempel. (a) Lat X =Y = R. Om det tal som svarar mot x € X
ar 22 € Y sa skriver man y = f(z) = 22. Andra exempel pa funktioner fran
X=RtillY =Riéry =23 y=2% y=sinz osv. Vikan ocksa skriva:
y=g(z) =23 y=h(z) =2% y = p(z) = sin x osv.

(b) Lat X = {1,2,3,4,5} och Y = {-1,1}. Lat f(1) = -1, f(2) = 1,
f(B)= -1, f(4) =1, f(5) = —1. Vi har inte skrivit nagon formel, men vi
har definierat en funktion genom att direkt foreskriva vad som svarar mot
varje element i méngden X (i detta fall kan man skriva en formel — forsok
hitta en sadan!).

(c) Lat X vara méngden av alla ménniskor och lat Y vara mangden av alla
naturliga tal. Definiera f(z) = aldern av x uttryckt i antalet dagar varvid
en “paborjad” levnadsdag rdknas som en hel dag. Det ar inte sa latt att
berékna vardet y = f(x) da x t ex betecknar just Dig. O

Man kan askadliggéra en funktion f : X — Y som pilar fran x € X till
y = f(x) € Y —se fig. 1. Man séger ofta att y = f(x) &r bilden av x eller
att f avbildar z pa y = f(z).

De funktioner som vi behover for att jamfora olika méangder skall avbilda
olika = pa olika y. Vi gor foljande definition.

(4.3) Definition. Man sédger att en funktion f : X — Y &ar injektiv
(eller en—entydig) om z; # z2 medfor att f(z1) # f(x2). Man kallar f
surjektiv (eller pa hela Y') om varje element y i Y &r bilden av (minst)
ett element x i X. En funktion som bade ar injektiv och surjektiv kallas
bijektiv. O
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(4.4) Exempel. (a) Funktionen f : R — R, dir y = f(z) = 2? &r inte
injektiv, ty 3 # —3, men f(3) = 32 = (=3)? = f(—3) (det gar lika bra att
valja ett annat nollskilt tal i stillet for 3). Den &r inte heller surjektiv darfor

att t ex —1 inte ar bilden av nagot x € R — det finns inget € R sadant att
f(z) =2%=—1.

(b) Funktionen f : R — R, dér f(z) = 2” &r injektiv darfor att x; # xo
implicerar att 271 # 272 (tdnk pa funktionskurvan for f!). Men f &r inte
surjektiv darfor att f(xz) alltid &r ett positivt tal (negativa tal och 0 &r inte
bilder). Man kan villja X = R och Y = R-( dvs vilja som Y méngden av
de positiva reella talen. Da ar funktionen f : X — Y, déar f(z) = 2* bade
surjektiv och injektiv dvs bijektiv. O

Vi kan tdnka pa en injektiv funktion f : X — Y som pilar fran X till Y
sadana att pilar fran olika x slutar i olika y. Om f ar surjektiv sa ar varje
y € Y andpunkten av (minst) en pil fran X.

Om nu A och B ar tva méangder sa kan vi betrakta dem som lika stora om
det finns en bijektiv funktion fran den ena till den andra. Vi uttrycker det
pa foljande satt:

(4.5) Definition. Man séger att tva méngder A och B har samma
kardinalitet (eller samma méaktighet) om det finns en bijektiv funktion
f:A—B. O

Detta betyder att mot varje a € A svarar b = f(a) € B pa ett sadant sétt
att mot olika a svarar olika b och att varje b svarar mot nagot a. Paren
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ar (a, f(a)). Intuitivt betyder existensen av f att A och B har lika manga
element. Den intuitionen leder till en del 6verraskningar nar man betraktar
oandliga méangder. Men lat oss borja med nagra exempel da méangder ar
andliga.

(4.6) Exempel. (a) Mangderna A = {3,4,5} och B = {11,12,13} har
samma kardinalitet. Man kan helt enkelt rdkna antalet element i dessa
mangder — bagge har 3 element. Men vi vill anvanda den andra metoden
dvs parbildning. Alltsa behover vi en bijektiv funktion fran A till B. Ett
exempel pa en sddan funktion &r foljande: f: A — B, dar

fB) =11, f4)=12 f(5) =13

dvs vi har bildat tre par (3,11), (4,12), (5,13).

(b) Méngden A = {x € R| 22—42+3 = 0} och B = {Feskekyrkan, Matematiskt centrum}
har samma kardinalitet. Man konstaterar latt att A = {1,3} sa att bégge
mangderna har 2 element. Men vi kan 1att definiera en bijektiv funktion
f:+A— B, dar f(1) = Feskekyrkan och f(3) = Matemaiskt centrum,
vilken ger paren (1, Feskekyrkan) och (3, Matematiskt centrum). O

De naturliga talen 0, 1, 2, 3... svarar mot kardinaliteter av olika &ndliga méangder:
0 ar antalet element i den tomma méngden, 1 ar antalet element i varje
méngd som har samma kardinalitet som t ex den méngd som bestar av en-
dast Dig, 2 ar antalet element i varje mangd som har samma kardinalitet
som t ex den méangd som bestar av Dig och Din bésta kompis, osv. Man kan
naturligtvis stélla fragan vad man menar med en dndlig méngd. Den fragan
besvarades mycket skickligt av en stor tysk matematiker Richard Dedekind
ar 1888. Enligt Dedekind ar M en dndlig mingd om M inte har samma
kardinalitet som nagon av dess akta delmangder. Detta betyder att
det inte finns en bijektiv funktion fran M till en av dess delméngder N med
N # M. Man kan ocksa uttrycka det sa att det inte &r mojligt att para ihop
elementen i M med elementen i dess dkta delméngd N (sa att olika element
i M svarar mot olika element i N). Vi skall se om en liten stund att en del
av en oandlig mangd kan ha samma kardinalitet som hela méngden.
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(4.7) Exempel. N och Z har samma kardinalitet (dr “lika stora”). For att
visa det kan vi bilda en foljd av heltalen:

0 1 -1 2 —2 3 -3
T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

och numrera heltalen i 6vre raden med hjalp av de naturliga talen som
pilarna visar. Pa det séittet far vi en bijektion mellan N och Z. Man kan
definiera f : N — Z mera formellt:

f(n):{ (1-n)/2 om n éar udda

n/2 om n dr jamnt

En méangd som har samma kardinalitet som N kallas uppraknelig. Vart
sista exempel sdger att Z ar uppraknelig. Man kan siga att en méngd A ar
uppréiknelig om dess element kan ordnas i en f6ljd a1, as,as, ... , darfor att
en bijektion f : N — A numrerar elementen i A med hjéilp av de naturliga
talen: f(1) = a1, f(2) = a2, f(3) = as,... osv. Om A &r uppriknelig sa
sdger man att A har upprdakneligt manga element eller upprdkneligt antal
element.

Nu vill vi visa att Q &r uppraknelig, men lat oss innan dess gora en mycket
enkel observation som kommer att visa sig mycket nyttig:

(4.8) Lemma. Om A dr en upprdknelig méangd och B dr en dndlig eller
upprdknelig mangd sa dr AU B uppraknelig.

Bevis. Om ay,a9,as,... ar foljden av alla element i A och by, bo, b3, ... ar
foljden av alla element i B (den foljden kan vara &ndlig), sa kan man bilda
féljden aq, b1, ao, bo, as, bs, ... som innehaller alla element i A U B méjligen
med upprepningar. Ur den féljden kan vi nu stryka varje element vid dess
upprepade forekomst och da far vi en f6ljd av alla element i A U B. Detta
visar att AU B &r uppréaknelig. O



6 ANDLIGT OCH OANDLIGT

(4.9) Exempel. Q ar uppréknelig. Forst visar vi att méngden av positiva
rationella tal ar uppraknelig. For att gora det skriver vi ut alla positiva
rationella tal i form av tabellen:

»—AM—I

///

2 2
1/ / |
3 3
1/ 3 Z!
4 4 4 4
I 2 3 4

Den omfattar alla positiva rationella tal med en del upprepningar. Nu kan
man bilda en foljd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de
naturliga talen 1,2,3,... da man startar i % och foljer pilen i enlighet med fig
2. Man hoppar 6ver de tal som man redan har patraffat. Alltsa ar:

1 1 2 3 1 1 2
1 2 1 1 3 1 3
T T 7 T 7 i 7
1 2 3 4 5 6 7
(Man hoppar hér éver % = %) Detta visar att positiva rationella tal bildar

en uppraknelig méngd. Men &ven negativa rationella tal bildar en uppréa-
knelig méngd (man kan byta alla tecken i fig 2 och resonera som tidigare
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eller utnyttja funktionen f(z) = —x som ger en bijektion mellan alla positiva
och alla negativa rationella tal). Om vi nu tar A = alla positiva rationella
tal och B = alla negativa rationella tal sa far vi enligt Lemma (4.8) att
Q = AU B U{0} &r uppraknelig (AU B &r uppraknelig som union av tva
uppriikneliga mangder och (AU B) U {0} &r uppréknelig som union av en
uppraknelig och en éndlig mangd). O

Nu ger vi exempel pa en mycket viktig icke-uppraknelig méngd:
(4.10) Sats. R dar inte uppriknelig.

Bevis. Antag motsatsen dvs att man kan bilda en f6ljd av alla reella tal.
Da kan man ocksa bilda en oljd av alla reella tal i intervallet (0,1) (som en
delfoljd av alla reella tal):

T = 0,@11a12a13...a1n...
xTro = 0, a210220923...A2y, ...

dar a;, ar n : te decimalsiffran i en decimalutveckling av x;. Betrakta nu
talet

Tr = O, blbgbg...bn...,

dar
b-—{ 1 om ay # 1,

2 om a;; = 1.

Trots att talet = ligger i intervallet (0,1) kan det inte finnas bland talen
T1,T9,...,L, ... darfor att i:te decimalsiffran av x inte &ar lika med 7:te deci-
malsiffran av x; sa att © £ x; * fori=1,2,....

*x kan inte ha tva olika decimalutvecklingar darfor att om ett tal har tva olika decima-
lutvecklingar sa har en av dem oéndligt manga siffror 0, och den andra, odndligt manga
siffror 9.
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Den sista satsen visades av G. Cantor! 1872. En av dess konsekvenser
ar att de irrationella talen ar “fler” &n de rationella darfor att de irra-
tionella talen bildar en icke-uppraknelig mangd, medan de rationella bildar
en uppraknelig. Tag ndmligen A = rationella tal och B = irrationella tal.
Da ar R = AU B och eftersom A &r uppréiknelig s maste B vara icke-
uppréknelig ty annars & A U B uppriknelig enligt Lemma (4.8). Vi vet
redan (se avsnittet om “Induktion och deduktion”) att t ex /2 &r ett ir-
rationellt tal. Trots att de irrationella talen ar “fler” dn de rationella kan
det tyckas som att det ar svarare att ge exempel pa irrationella tal &n pa
rationella. Sa ar dock inte fallet: sa snart vi har ett irrationellt tal har
vi odndligt manga, ty om a &r irrationellt och r &r rationellt sa ar a + r
irrationellt (Visa detta! Om r # 0 sa &r £.6. &ven ar irrationellt), sa varje
irrationellt tal ger upphov till lika manga irrationella tal som det finns ra-
tionella tal.

G.Cantor visade ett annat resultat om talmangder som spelade en mycket
viktig roll i matematikens utveckling och beféste betydelsen av hans teori.
Detta var hans bevis av att de sk transcendenta talen (som t ex 7 och e)
ar fler 4n de algebraiska (dvs rotter till polynomekvationer med rationella
koefficienter).

fGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade
grunden fér den moderna méngdteorin.



