Explorativ ovning 12

TALBEGREPPET*

Ovningens syfte ir att bekanta sig med talbegreppet. Vi skall forsoka fa en battre forstaelse for
hur och varfér man definierar olika typer av tal: de naturliga, rationella, reella och komplexa.
I forsta hand forsok losa foljande uppgifter: A, 1,2, 3 (a) — (¢), B, C, D1 -4, E1 -2, F,
G.

Vi foljer texten i kompendiet “Talsystem och restaritmetiker” (avsnitt 12).

évning A

1. Ge nagra exempel pa talkroppar och talringar.
2. Ge tva exempel pa talringar som inte ar kroppar.

3. Vilka av foljande talméngder ar ringar? Vilka av dem ar kroppar?
(a) {0, 1},
(b) a+ by/3, dir a,b € Z,
(c) a+ b5, dir a,b € Q,
(d) a+bv/2, dir a,b € Z,
(e) a+ b3/2 + cV/4, dér a,b,c € Z,
(f) @+ bv2 4 ¢V/3, dir a,b,c € Z.

C)vning B

Vi vet fran avsnittet om talbegreppet att om d &r ett heltal och v/d ¢ Q sa bildar alla
tal Q[vd] = {a + bVd,a,b € Q} en utvidgning av talkroppen Q (en talkropp som &r
storre dn Q).

1. Visa att Q[v/2] # Q[v/3].
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2. Forsok generalisera (a) och ge exempel pa odndligt manga olika talkroppar.

évning C

1. Vad anser Du om likheten (—1)(—1) = 1: Ar det en definition (dvs en “6verenskommelse” )
eller en sats?
2. Visa att i varje ring R géller foljande likheter:
(a) a0 =0da a € R,
(b) (=1)(-1) =1,
(¢c) =(—a)=adaa€R,
(
(

o,

) (—a)b = —ab da a,b € R,
e) (—a)(—b) =abda a,b € R.

évning D
Denna 6vning handlar om rationella och irrationella tal.

1. (a) Bestdm decimalutvecklingen av talen £ och 1.
(b) Motivera att decimalutvecklingen av ett rationellt tal &r periodisk.
Ledning: Analysera divisionsalgoritmen da man decimalutvecklar braktalen.
Anmarkning. Man visar ganska enkelt att om ett reellt tal har periodisk decimalut-

veckling sa ar det rationellt.

2. Lat a och b vara irrationella tal. Vad kan man séga om talen a=! och ab ? Ar de ocksa
irrationella?

3. Forsok forklara varfor 0,999... = 1.

4. (a) Visa att /3 #r icke-rationellt genom att jimfora antalet primfaktorer 3 till vinster

och till hoger i likheten 3n? = m?.

(b) Visa pa liknande sétt att \/p dr icke-rationellt da p &r ett godtyckligt primtal.
(c) Har Du nagra forslag pa hur man kan generalisera (b)?

(d) Visa att talet v/2 + /3 inte ir rationellt.

5. (a) Visa att talet 2log5 &r icke-rationellt.

(b) Kan Du foresla nagra andra tal, i stillet for 5 i (a), for vilka samma pastaende
galler?



évning E

Lat K vara en ordnad kropp och a,b,c € K.

1. Visa att K har foljande egenskaper:
(a)a<b=a+c<b+ec,
(b) @ < boch c¢>0= ac < bc,

(c) hur fordndras (b) da man ersétter a < b med a < b7

2. Visa att
(a) |ab] = [al[b],
(b) |a + b| < |a| + |b| (triangelolikheten).

3. De naturliga talen bildar en vaxande foljd 1 < 2 < 3 ... som inte ar begransad. Utnyttja
denna kunskap for att visa foljande viktiga egenskaper hos talen:

(a) “Arkimedes princip”: Om a, b &r tva positiva reella tal sa finns det ett naturligt tal
n sa att na > b.

(b) Lat a,b vara tva reella tal och lat a < b. Det finns ett rationellt tal ™* sadant att
a < <b.

Ledning: Vilj n sa att n(a — b) > 1. Vilj dérefter minsta m sa att m > nb.

f)vning F

Fran texten i avsnitt 12 vet vi att de rationella talen (“braktalen”) konstrueras fran
heltalen som par (a,b), ddr @ och b ar heltal och b # 0. Paret (a,b) uppfattas som
16sningen till ekvationen bz = a. Ekvationen dx = ¢ har samma 16sning som br = a
precis da ad = be. Det rationella talet 7 &r helt enkelt ekvivalensklassen av paret (a,b)
da (a,b) ~ (¢,d) da och endast da ad = bc.

1. Skriv ut 3 ekvationer och motsvarande par (a,b) som svarar mot = = 2.

2. Kontrollera att relationen ~, definierad av (a,b) ~ (¢,d) da och endast da ad = be,
verkligen ar en ekvivalensrelation.

3. Nér har ett rationellt tal § en invers? Skriv inversen pa formen [(c, d)].
4. Kontrollera att om
[(a,0)] = [(a",b)] och [(¢,d)] = [(¢, d)]

ar tva rationella tal (ab’ = a’b och ed’ = /d) sa géller

c d ac dc

a n L
S22 4" och 2S5
b d v d bd b d
(dvs summan och produkten av tva rationella tal beror inte pa hur dessa tal represen-
teras i form av brak).
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Ovning G

Fran texten i avsnitt 12 vet vi att heltalen konstrueras fran de naturliga talen som par
(a,b), dar a och b &r naturliga tal. Paret (a,b) uppfattas som losningen till ekvationen
b+ x = a. Ekvationen d + x = ¢ har samma 16sning precis da a + d = b + c.

1. Skriv ut 3 ekvationer och motsvarande par (a,b) som svarar mot x = 2. Gor samma
sak med x = —3.

2. Betrakta alla par (a,b), dér a,b € N och visa att relationen
(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c
ar en ekvivalensrelation.
3. VAlj pa ett enkelt sétt en representant for varje ekvivalensklass.

4. Motivera att det finns en bijektion mellan ekvivalensklasserna for R och heltalen (ob-
servera att om vi inte kénner till heltalen sa kan de definieras som ekvivalensklasser av
paren (a,b)).

(")vning H

1. Skriv foéljande kvaternioner pa formen a + bi + ¢j + dk :
(a) (1+2)(1+ ),

(b) (i +j + k)2,

(c) (1+2i+ 35 +4k)(1 —2i — 35 — 4k),

(d) ijk.

(

(

)
2. (a) Visaatt ¢ = 1+i+j+k och § = 1 —i—j — k satisfierar ekvationen 2% — 2z +4 = 0.
)

b) Visa att ¢ = a+bi—+cj+dk satisfierar en kvadratisk ekvation med reella koefficienter.

Foljande 6vning i stencilen “Talsystem och restaritmetiker” rekommenderas: 12.3.



