Explorativ ovning 14

KOMBINATORIK*

Kombinatoriken anvinds ofta for att rikna ut antalet mojligheter i situationer som leder till
manga olika utfall. Den anvénds ocksa for att visa att ett onskat utfall &r mojligt. Vi dgnar
detta avsnitt at nagra enkla och grundlaggande kombinatoriska begrepp:

Dirichlets ladprincip

multiplikationsprincipen

permutationer, kombinationer

binomialsatsen

Mer om kombinatorik far Du veta i statistikkursen. Nedan sammanfattar vi och exemplifierar
nagra viktiga begrepp. Stencilen ger tillrackliga kunskaper for att klara évningarna nedan.
Du kan ocksa folja kapitel 5 i Vretblads bok.

En mycket enkel och oerhort viktig kombinatorisk princip som anvands for att bevisa olika
inressanta egenskaper hos #ndliga méngder ar Dirichlets’ ladprincip. Innan vi formulerar

Dirichlets sats studerar vi ett exempel.

Exempel 1. Motivera att det bland 11 naturliga tal finns minst tva som slutar pa samma
siffra.

Det finns namligen 10 olika siffror. Bland 11 naturliga tal méste minst tva sluta pa samma
siffra.

Detta ar egentligen Dirichlets ladprincip. Den sager:

*MAL200/220, ht 00

TJ.P.G. Lejeune-Dirichlet (13/2 1805 — 5/5 1859) var en mycket framstaende tysk matematiker och fysiker.
Ett av hans berémda resultat sdger att varje aritmetisk f6ljd a,a + r,a + 2r,a + 3r,... i vilken a och r ar
relativt prima, bestar av odandligt manga primtal. T ex ar 1,5,9,...,14+4n,... en sadan foljd. “Ladprincipen”
formulerade Dirichlet 1842.
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Om man placerar n+1 foremal i n lador sa finns det minst en lada med mer dn ett foremal.
I exempel 1 &r ladorna mérkta med 0, 1, 2, ..., 9 (olika siffror). Man har 11 féremal (dvs 11
naturliga tal) som placeras i var sin lada. Minst en lada innehaller minst tva tal dvs minst

tva tal slutar pa samma siffra. Vi exemplifierar Dirichlets princip i évning A.

Nu gar vi over till multiplikationsprincipen som ofta anvands for att berdkna antalet olika
utfall da man stélls infér olika val. Vi borjar med ett exempel:

Exempel 2. P& en tipskupong finns 13 matcher. I varje match har man 3 mgjligheter: 1, x
eller 2. Hur manga olika tipsrader finns det?

Vi har 3 valmgjligheter i forsta matchen, 3 valméjligheter i andra osv. Antalet méjliga utfall
i de forsta tva matcherna ar 3-3 = 9. I de tre forsta matcherna har vi 3-3 -3 = 27 olika
utfall osv. Antalet olika tipsrader, dvs utfall i de 13 matcherna, ar lika med 3-3.--3 = 313
(13 faktorer 3).

Rent allmént har vi féljande multiplikationsprincip som ar grunden for flera kombina-
toriska berdakningar:

Om man gor r stycken val sa att man har

k1 mdajligheter vid forsta valet,

ko mdjligheter vid andra valet, ...,

k. maojligheter vid r-te valet,

sa dr antalet mojliga val lika med produkten kiks - - - k.

Vi skall anvanda multiplikationsprincipen i tva viktiga specialfall.
Permutationer. Vi borjar med ett exempel.

Exempel 3. Vi har 5 bokstaver A, B,C, D, E. Hur manga trebokstaviga ord kan vi bilda
med hjalp av dessa bokstéaver?

Svaret ar foljande: vi kan vélja den forsta bokstaven pa 5 olika sitt. Nar den &r vald, s& har
vi 4 mojligheter att vélja den andra bokstaven. Slutligen har vi 3 mojligheter att véilja den
sista, tredje bokstaven. Alltsa finns det 5 -4 -3 = 60 olika “ord”.

Mera allmént, antag att vi har n olika foremal aq,aq, ..., a, (“bokstéaver”). Man skall vilja
en ordnad foljd bestaende av k stycken av dessa foremal. Pa hur manga olika sidtt kan man
gora det?



Det forsta foremalet véljs pa n olika sétt, det andra (da det forsta ar valt) pa n — 1 olika
sitt, det tredje pa n — 2 olika sétt osv. Det sista, k-te, foremalet valjs pa n — k + 1 olika sétt.
Alltsa &ar antalet av alla mgjliga val lika med produkten

Pn,k)=nn—1)(n—2)---(n—k+1).

Varje ordnad foljd av k stycken foremal bland n givna kallas en permutation av k element
ur n givna. Talet P(n, k) ovan #r antalet sidana permutationert. Ett viktigt specialfall &r
da man véljer £k = n dvs man véljer alla n element i en bestamd ordning. Da far man

P(n,n)=n(n—-1)(n-2)---2-1=nl

Som vi vet utléses n! som “n fakultet”. n! ar alltsa antalet olika ordningsféljder av n stycken
féremal. Varje ordningsfoljd av n stycken féremal kallas en permutation av dessa foremal.

Kombinationer. Mycket ofta véljer man k foremal bland n givna utan att bry sig om
deras inbordes ordning. Da valjer man helt enkelt en delméngd bestaende av k féremal ur n.
En delméngd av k element ur n givna kallas en kombination. Varje sadan delméngd kan
ordnas pa k! olika sétt. Eftersom antalet ordnade uppsattningar av k féremal ur n ar lika
med P(n, k), sa ar antalet delméngder bestaende av k element

P(n,k) nn—1)n—-2)---(n—k+1)

K k!

(k! olika ordnade uppséttningar av k stycken foremal ger samma méngd bestaende av dessa
féremal). Talet ovan betecknas (}) och utlises “n 6ver k” dvs

<n> n(n—l)(n—2k)!--~(n—k+1)

Det kallas ofta for Newtons symbol eller binomialkoefficient (vi diskuterar binomialsat-
sen nedan). Alltsa &r antalet kombinationer av k element ur n lika med (2)

Exempel 4. Pa en lottokupong véljer man 7 av 39 tal. Pa hur manga olika sétt kan detta
gbras? Svaret ar att man véljer en delméngd bestaende av 7 tal av 39, vilket kan goras pa

39\ 39-38-37-36-35-34-33
7)) 1-2-3-4-5-6-7 o

1Beteckningen #r himtad fran Vretblads bok. I statistikkursen betecknas detta tal med (n)s och kallas
k—faktorial av n.




4 Explorativ 6vning 14

olika satt.

Observera att

B () ()

ty 1 foremal ur n kan véljas pa n olika satt, n foremal ur n pa 1 sétt, och 0 foremal ur n pa
1 satt.

Kombinationer forekommer i samband med binomialsatsen. Man betraktar potenser

(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a+b)® =a®+3a% + 3ab?® + V°

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a2b* + 4ab® + b*

osv. Vad kan man séga rent allmént om (a + b)"? Vi har

(a+b)"=(a+0b)(a+0b)---(a+D)

med n faktorer a + b. Till varje term viiljer man ett antal b — till den forsta (som t ex a*) tar
vi noll b, till den andra ett b, till den tredje tva b osv. Om k betecknar antalet b i en term sa
ar antalet a lika med n — k, ty det sammanlagda antalet a och b i varje term &r just n. Detta
betyder att varje term har formen a”*b*. Vilken koefficient har en sadan term? Man viljer
k stycken b ur n mojliga b och detta kan goras pa (Z) olika sdtt. Detta ar just koefficienten
framfor a”FbF. Alltsa &r

Det har ar binomialsatsen. T ex ar

5
(a+b)° = Z <2> a®kpk = (g) a’b+ <i) a*bt + (2) a*b*+ <§> a?b’+ (i) a'bt+ (i) a®b® =
k=0



a® + 5a*b + 10a%b° + 10a3b? + 56 + v°.

I forsta hand, 16s foljande uppgifter: A 1,2; B 1,2; C 1,3, 2 — Vretblad 507, 511; D 1, Vretblad
522 b), 523.

C)Vﬂing A

Denna 6vning dgnas at Dirichlets ladprincip.

1. Visa att bland dem som tillhér Din lektionsgrupp pa denna kurs finns minst tva personer
som fyller ar under samma manad.

2. Visa att bland 101 heltal finns minst tva vars skillnad ar delbar med 100.

3. I en moteslokal finns ett antal personer (minst 2). Visa att det finns minst tva personer
som kéanner lika manga bland de 6vriga.

4. Lat X och Y beteckna tva godtyckliga dndliga méngder (X kan tolkas som méngden
av foremal, och Y som méngden av lador). Forsok formulera Dirichlets ladprincip som
en utsaga om funktioner f : X — Y da antalet element i X &r storre &n antalet element
iY. Forsok rita “4gg och pilar” — vad kan man sdga om pilarna fran X till Y7

(")vning B

Denna 6vning handlar om multiplikationsprincipen.

1. Man fyller i en tipskupong med endast 1 och x (hemmaseger eller oavgjort). Hur manga
tipsrader av denna typ finns det?

2. Los uppgift 506 i Vretblads bok.

3. Lat X vara en méngd med k; element och X5 en méangd med ko element. Hur manga
element har den kartesiska produkten X; x X5? (kartesiska produkten &r méngden av
alla par (r1,22), dar 1 € X7 och z9 € X5).

C)Vﬂing C

Denna uppgift dgnas at permutationer och kombinationer.

1. 10 personer hélsar pa varandra genom en handskakning. Hur méanga handskakningar
kommer att utvéxlas?

2. Los uppgifterna 507, 508 och 511 i Vretblads bok.

3. Los uppgifterna 520 och 521 i Vretblads bok.
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Ovning D

Ovningen handlar om binomialsatsen.

1. Utveckla (a? + b%)3.

2. Los uppgifterna 522 och 523 i Vretblads bok.

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 312, 315, 319, 323, 324, 325.



