Explorativ 6vning 5

MATEMATISK INDUKTION *

Syftet med denndvning ar att introducera en av de viktigaste bevismetoderna i matematiken —
matematisk induktion. Termen “induktion”ar lite olycklig darfor att matematisk induktio&r en

i hogsta grad deduktiv metod. Men faktiimatt ett bevis med BJp av matematisk induktion mycket
ofta baseras@vanlig induktion dvs en serie av matematiska experiment som leder till en generalis-
ering — man formulerar erdfmodan (en hypotes) oclakfter ger man ett singt bevis med &jp av
matematisk induktion. Vi skall exemplifiera bevis med matematisk induktion nedan. Du kal ocks
lasa avsnitt 4.2 i Vretblads bok.

Vi borjar med ett exempebf att darefter formulera induktionsprincipen.

Exempel. Under®k vilka belopp som kan betalas medakvonors— och femkronorsmynt (t ex i
Danmark finns det&lana). Formulera edifmodan och ge ett bevis.

Lésning'. Vi har redan sysslat med den uppgifte@ning 3. Detr klart att beloppen 1 krona och 3
kronor inte kan betalas. Men det verkar som att varje beldmpesin 3 kronor kan betalas med givha
mynt@=2-2,5=5-1,6=2-3,7=2-1+5-10sv.). Viformulerar detta somév formodan och
forsoker ge ett bevis. Vi antar att ett belop@pkronor, dark > 4 kan betalas dvs

k =2x + by

dvsk kronor betalas med tvakronorsmynt ocly femkronorsmynt. Nu vill vi visa ataven beloppet
pak + 1 kronor kan betalas med dessa mynt.

Vi resonerar & har. Om antalet av femkronorsmyit minst 1 dvs; > 1 sa ersatter vi ett dant mynt
med 3 stycken takronorsmynt (i stllet far vi 6 kronor). | matematiska termer betyder det att

*MAL 200/220, ht 00
TUppgiften kan dsas p flera andrazt.
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E+1=2(x+3)+5(y—1).

Om daremoty = 0 dvs man betalak = 2x kronor med enbart kronorsmynt, & mastex > 2 (ty
k > 4). | sadant fall eratter vi tvd stycken takronorsmynt med en “femma’”. | matematiska termer:

k+1=2z—-2)+5

Alltsa galler implikationen:

Om ett belopg: kronor kan betalas och > 4, s kan beloppet: + 1 kronor betalas.

Nu drar vi slutsatsen att varje belop@ minst 4 kronor kan betalas meditvoch femkronorsmynt. Vi
vet namligen att 4 kronor kan betalas ocldffigheten att kunna betalakronor medk > 4 implicerar
mojligheten att kunna betalasta belopp k& + 1 kronor. O

Resonemanget ovair just ett exempel @matematisk induktion. Induktionsprincipen fungerar
pa foljiande @&tt. Man har endljd av pastendenP;, P, P, ..., B,, ... (i vart exempel ovarar
pastendena; = “4 kronor kan betalas med givha myn?, = “5 kronor kan betalas med givna
mynt, P; = "6 kronor kan betalas med givha myisy.). Induktionsprincipen sager bljande:

Lat P, P, ..., P,,...varaen blid av pAstienden &dan att
1. det Brsta pastiendetP; ar sant
och

2. for varje k > 1 galler implikationen: om Ast@iendetP;, ar sant & ar pastiendetP;, ;; ocksa
sant.
Da ar alla pastiendenp, forn = 1,2, 3, ... sanna.

Slutsatsen byggerdpfoliande resonemand?; ar sant. AttP; ar sant medir att P, ar sant. Allt&ar
P, sant. AttP, ar sant medir att P; ar sant. Allté ar P; sant. AttP; ar sant medir att P, ar sant.
Alltsa ar P, sant osv. Vi sluter oss till at®, ar santdr allan = 1,2,3, .. ..

Denna motiverindar inte ett bevis av induktionsprincipen s@nen mycket viktig egenskap hos de
naturliga talen. Vi diskuterar denna princip senare i kursen i samband med de naturliga talens egen-
skaper. Innan voverdar till dvningar At oss notera att ett bevis av implikationeont P, galler s

galler P,1” kallar man fr induktionssteget Forutsattningen attP, galler kallas vanligennduk-
tionsantagandet

Det finns flera enkla modifikationer av induktionsprincipen. \dter dessa modifikationer i olika
bevis. Vi ger exempeldett antal mycket vanliga tdimpningar av induktionsmetoden i samband med
ovningar nedan. Vi diskuterar ockandra exempelgpforelasningen.

| forsta handdrdk losa uppgifternd — F, H, |



Ovning A
1. Man beéttar ofta bljande Fndelse ur C.F Gausédiv. Gauss matematikrare ville syssetsta

sina elever under eihgre stund. Han beordrade deénatt beakna summan av alla naturliga
tal fran 1 till 200 dvs summan:

100
D i=1+2+3+--+100.

i=1

Gauss, somalvar 8ar gammal, kom med sid$ning efter en kort stund — summanlika med
5050. Gaussinkte & har. Betrakta i sillet tva summor:

S(100) =142+ 3+ ---+ 99+ 100

och

5(100) = 100+ 99 + 98 + - - + 2+ 1.

Nar man parar ihop motsvarande termérgta med érsta, andra med andra, 0s@ far man
100 par och summan i varje par 101. Alltsa ar

25(100) = 100 - 101.

Detta ger

1
S(100) = 510100 = 5050.

2. Forgdk generalisera Gauss metod och skriv ut formémstimman

Sn)=> i=1+2+---+n

=1
avn efterljande heltal.

3. Betrakta bljande bild och an&nd den dr att bevisa formelndr S(n) i enlighet med Gauss &
(bilden svarar mot, = 5):

Carl Friedrich Gauss (30/4 1777 — 23/2 1855) var en av de mest fiand® matematikerna genom tiderna. | sin
doktorsavhandling (1799) sysslade han med polynomekvationer och visade en mycket viktig sats som ibland kallas “alge-
brans fundamentalsats” (idag sharare "polynomalgebrans fundamentalsats”). Hanamdestdrk heter “Disquisitiones
Arithmeticae” (1801) och handlar mest om talteori. @&7gammal visade Gauss hur man kan konstruera en regelbunden
17-hdrning med passare och linjal. Detta avgjorde hans val mellan matematik och lingvistik som var ett annat av hans stora
intressen. Gauss sysslade dcksed fysik och astronomi.
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4. Ge ett bevis av formelrdt S(n) med halp av matematisk induktion.

Ovning B

1. Betrakta bljande bilder och summera ettorna i varje tabélltya olika sitt — i hela kvadraten
(ett satt) och som summor av ettorna i varje “vinkel” (det andites):

11111
1 11 b 11111

11 1111
1 11 1 11 1111 11111
1 11 1111 11111
11111

Vilka formler for antalet ettor i varje kvadraéf man? Kan Du generalisera resultaten till en
formel giltig for varjen x n — kvadrat?

2. Forsok nu ge ett induktivt bevis (dvs ett bevis medilpj av matematisk induktion)of Din
formel.

Ledning. Detta bevis finner Du som exempel i slutet av denna stencil eftersoan dat forsta
exempel @ ett bevis av en likhet mellanawttryck. Men brsok forst att skriva ett bevis®p
egen hand. Liknande exempéljer nedan.

Ovning C

1. Studera summor

1 1 1 1

1
G+ 1223 32" T amr

n

=1

forn = 2, 3,4, 5. Stll upp en brmodan och bevisa Dittgstiende med matematisk induktion.



2. Observera att

och utnyttja likheten till att beatnma en formeldr summan ovan.

Ovning D
1. Bevisa med matematisk induktion att

Zz’(i+1):1-2+2.3+3.4+...+n,(n+1):”(”+ ?2(”4' )'
i=1

2. Man definieram! =1 - 2---n (man utbser symbolen! som “n fakultet”). Visa att

n
d ivil=1-14+2-2043-3 4 4n-nl=(n+1) -1
=1

Ovning E

Matematisk induktion arands mycket oftadr att bevisa olikheter. Viagnar denné@vning at
olikheter.

1. Studera beviset av olikhet&ft > n* dan > 4i Vretblads bok @ sid. 101 (75).

2. Bevisa f& liknande att olikheter2” > n? dan > 5.

Ovning F

1. Betrakta talbljden1, 3, 6, 10, 15, .. .. Kan Du skriva ut gra efterbljande tal?

2. Latay, betecknak—te talet i Bliden dvsa; = 1, as = 3, a3 = 6 osv. Ange sambandet mellan
Af41 ochay dak > 1.

Anmarkning. Latay,as,...,ak, iy - .. vara en talblid. En formel som uttrycket;, ., med
hjalp ava; (iblandaven tidigare termer som t ex_ 1) kallas errekursionsformel (se exempel
i Vretblads bok @ sid. 103 (77).

3. Kan Du uttryckaa,, med halp avn? Forsok! Svaret finns p slutet av denna stencil. Bevisa
Din formel med matematisk induktion.
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4. Los uppgift 4.30 (424) i Vretblads bok. Observera att manrhaste ananda en modifika-
tion av induktionsprincipen: Man kontrollerar akt tv& forsta gastiendenaP; och P, galler.
Darefter visar man implikationenfor varje k¥ > 1, om P, och Py, galler s galler ocksx

P yo.

Ovning G

Vi skall fortsatta tankegngen f&in Ovning B och summeradue de naturliga talen och deras
kvadrater (om Du tycker att dat roligt s2 kan Du med samma metoder gdare och summera
t ex tredje eller farde potenser av de naturliga talen osv).

1. Vi borjar med summan
n
Y =142 4 40
=1

Studera dljande tabeller och summera talehtpa olika sitt som iOvning B:

12 3 4 5 1 23 k n
1 2 3 234 1 2 3 45 1 23 k n
1 2 1 2 3 4
1 1 9 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 45 123 k n
1 2 3 45

Utnyttja formeln Br summation av de naturliga talen som vi fick i uppgiften om suminan
2 + .-+ + n. Det beldvs ragra omskrivningar innan man kommér den $kta summan av
kvadraterna. ir Du far en formel kontrolleradrst att derar riktig for, sag,n = 1,2, 3, 4.

2. Utnyttja de té olika satten att summera ettorngvning B fr att f formeln br S;(n) =
1+ 2+ --- + n. Den uppgiftenar ngot enklarean forra, men det Kivs ocka en enkel
omskrivning.

3. Forsdk ge en formel ér S3(n) = S°0 i3 = 13 + 23 4 33 + ... + n3 genom att placera
12,2232, ... n%istallet for 1,2,3,...,n i tabellerna ovan. Bevisa formeln med matematisk

induktion. (Du belver inte gra den uppgiften om Du inte har tidoFden $kta formeln se
eventuellt svar @ slutet av denna stencil.)

Ovning H

“Tornen i Hanoi”. Problemet formuleradesr 1883 av den franske matematikéfdouard



Lucas under pseudonym M. CldusPa en platta med 3 pinnar sitter stycken skivor med
olika diameter a en av pinnarna (bilden visar = 7 skivor — dettaar antalet skivor @ en
IKEA—-model som kan &pas or 35 kronor).

Dessa skivor skall flyttas till en annan pinne meahgyn till bljande regler:
R1. Endast en skiva kan flyttas vid varje drag oatias & en annan pinne.
R2. En sbrre skiva &r inte placerasgen mindre.

1. LOs uppgiftendrn = 2,3,4,5,6, 7 skivor (Du kan “konstruera” Ditt eget spel genom &itja
7 forenal av olika storlek som karaggas a varandra).

2. Antag att Du hardst problemetdr t ex 6 skivor. Hur kan Du beskriva Din strategr fatt Iosa
problemet br 7 skivor?

3. Kan Du bevisa att det alltiday att bsa problemetdr varjen? Hur kan man utnyttja matematisk
induktion?

4. Hur manga drag bebvs det br att Ibsa problemetdr n skivor?

Ovning |

1. Forsok hitta ett fel i Bljande “bevis” med matematisk induktion. Vagér attalla manniskor
har sammadbgonfirg. Satserér splvklart sann om antalet amniskorn ar lika med 1. Antag
att satserar sann or antalet mnniskor lika med: dvs antag att i varje population médin-
divider har alla sammagonfarg. Ta nuk 4+ 1 manniskor. Uteéhmna en réanniska i gruppen.

$Detta enligt lan Stewarts bok “The Magical Maze” med undertiteln “Seeing the world through mathematical eyes”.
Boken kom ut 1997 i London. | boken citeras en saga sorttzgrom bakgrunden till problemet med “Tornen i Hanoi” eller
snarare tornen iarldens medelpunkt vid Benares templet. | lan Stewarts bok finns flera mycket intressanta matematiska
problem som intedrutsatter ragra brkunskaper amnet.
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De aterséendek har sammagonfarg enligt induktionsantagandet. Ta nu deimiska som vi
har utemnat ochgmfor henne®gonfirg med en av dem som iagi gruppen pk manniskor.
De har sammagonfarg enligt induktionsantagandet. ABt$ar allak + 1 sammabgonfarg.
Nu galler pastendet &r n = 1 och om det gller for k sa galler det Hr £ + 1. Enligt in-
duktionsprincipen gller pastendet or varjen = 1,2, 3,4, ... dvs alla nanniskor har samma
ogonfarg.

Foljandedvningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 4.9 (408), 4.12 (410), 4.14 (412), 4.20 (416), 4.21 (417), 4.25 (421), 4.29 (423), 4.33
(427).

Nagra losningar och svar:
Ovning B:
Vi vill visa att for varjen > 1 galler likheten
1434 +2n—-1)=n%

Forst kontrollerar vi att likhetendler can = 1 (“pastiendetP;”):

V.L.=1 och H.L.=1?

saattV.L=H.L.

Nu antar vi att likheten gler for ett naturligt talk > 1 (“pastendetP,”) dvs

14344 (2k—1) = k2

Vi vill visa att likheten ca maste @lla for nasta talk + 1 (“pastendetPy ;") dvs

143+ +2k—1)+(2k+1) = (k+ 1)

(Vi vill visa att pastiendetP, medbr pastendet?; ).

Vi startar med @nsterledet i sista likheten och utnyttjarditsattningen att ast sista likhet gller:

L4334+ +Ck—D]+2k+1) =k +(2k+1) = (k+1)%



Vi har bevisat pstiendet dr £ + 1 under brutsattningen att pséendet gller for k. Darmed kan vi
konstatera att likheten enligt induktionsprincipeiilgr for varje naturligt tah > 1.

Ovning F:

n(n+1) ]

Svaria, = =5

Ovning G 3:

2
Svar:S3(n) =31 P =134+2+33+.. 403 = (1424 - +n)? = (Ln;l))



