Explorativ ovning 9

MANGDER MED ALGEBRAISKA OPERATIONER*

De fyra raknesatten: addition, subtraktion, multiplikation och division &r, vad man ofta
kallar, (aritmetiska) operationer pa méngden av alla tal. Addition och multiplikation av
vanliga funktioner ar ocksa operationer.

Inom algebran ar man ofta intresserad av olika egenskaper hos operationer. Tva méangder
som tillater operationer med samma egenskaper kan ofta studeras samtidigt — man behover
inte bevisa samma satser flera ganger om man vet att dessa satser géller for varje mangd med
operationer som satisfierar vissa villkor. I detta avsnitt definierar vi begreppet operation och
nagra mycket allmidnna egenskaper hos operationer t ex associativitet och kommutativitet.

Begreppet operation ar ett specialfall av begreppet funktion. Déarfor repeterar vi forst att
med en funktion f fran en méngd X till en mingd Y menar man vanligen en regel som till
varje x € X ordnar exakt ett element y € Y. Da skriver man y = f(z) och f: X — Y. Lat
oss ocksa repetera att X x Y betecknar den kartesiska produkten av méangderna X och
Y dvs

XxY={(z,y):x€ XochyeY}

Nu ar vi beredda att definiera begreppet operation:

(9.1) Definition. Med en binér operation pa méingden M menar man en funktion som
till varje par (a,b) € M x M ordnar ett element a+bi M. Méngden M med operationen “x”
kommer att betecknas med (M, *). Man séger att mangden M &r sluten med avseende pa

operationen “x”. g

Definitionen séger att en operation pa M till tva godtyckliga element a,b € M ordnar ett
element a x b € M. Har foljer nagra exempel pa operationer:

(9.2) Exempel. (a) Lat M vara en av méngderna Z,Q,R,C och lat a * b = a + b vara den
vanliga summan av a och b.

(b) Med samma M som i (a), lat a * b = ab vara den vanliga produkten av a och b.
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(c) Lat M vara méngden av alla reella funktioner och f % g = f + g den vanliga summan av
tva funktioner f,g € M dvs (f + g)(x) = f(z) + g(x) dda 2 € R. Om t ex f(z) = 22 och
g(z) =sinx s& ér (f + g)(z) = 2% +sinz.

(d) Lat M = Zy = {0, 1} vara méangden av alla rester vid division med 2. Man kan definiera
en operation @ pa M enligt foljande tabell:

= Ol P
=l =)
O =

(e) Lat M = {S,F} vara méingden av mojliga sanningsvirden av alla utsagor. Betrakta
operationen V pa M (disjunktionen) i enlighet med den vilkénda tabellen:

VIS F
S|S S
F|S F

(]

Enbart det faktum att man har en operation pa en méangd &ar oftast inte tillrickligt for att
studera méangden. Dérfor vill man veta lite mera om olika egenskaper hos operationer.

(9.3) Definition. Man séiger att operationen * pa M ar associativ om (a*b)xc = ax(bxc)
da a,b,c € M. Operationen ar kommutativ om axb=>bx*a da a,b € M. O

Exempel. (a) Alla operationer i Exempel (9.2) &r associativa och kommutativa.

(b) Subtraktionen &r varken kommutativ eller associativ pa Z dvs om a *b = a — b sa
giller inte att a xb = bx*a eller (a*b)*c = ax (b*c) ty vanligen a — b # b — a och
(a —b) —c# a— (b— c). Bésta séttet att visa dessa pastaenden &r att ge motexempel: t ex
2-3#£3—20ch (3—-2)—1#£3—(2—1). O

(9.4) Definition. Man séger att e € M &r ett neutralt element for operationen * om
exa = axe = a daa € M. Man sager att a’ € M ar en invers till a € M om axad’ = a’*xa = e.

O

Exempel. (a) 0 ar ett neutralt element for additionen pa M = Z (eller Q,R,C) ty 0+ a =
a+0=adaaec M. Inversen till a € M &r —a ty a + (—a) = (—a) + a = 0. Inversen kallas
héir motsatta talet.

(b) Talet 1 &r ett neutralt element for multiplikationen pa M (M somi (a)) ty l-a=a-1=a
da a € M. Inversen till @ € M finns enbart da ’ = 1/a € M. Om M = R sa har alla tal
invers utom 0. Om M = Z sa har enbart a = £1 inverse (motivera varfor!). O

(9.5) Proposition. (M, x*) har hégst ett neutralt element. Om operationen pa M dar asso-
ciativ och a € M har invers sa ar den entydig.



(9.7) 3

Bevis. Om €’ ocksa ar ett neutralt element sa har vi

¢ = exé ty e ar neutralt

= e ty € ar neutralt.
Lat a) ocksa vara en invers till a. Da géller
df=dxe=d x(axd)=(d*a)xd =exd =d.

g

(9.6) Anmaéarkning. Om M = {aj,a9,...,a,} ar en dndlig méngd sa definierar man ofta
operationer pa M med hjalp av “multiplikationstabeller”:

* a ... G ... Qp
a

a; a; * aj

%9

Varje sadan tabell ger en operation pa M. Med hjilp av tabellen kan man latt avgéra om
operationen pa M &r kommutativ (hur?) eller om det finns ett neutralt element (hur?). Men
det ar mycket besvérligare att avgéra om operationen ar associativ (se Gvningar). ]

(9.7) Avsnittets syfte var att bekanta sig med begreppet bindr operation pa en méangd M.
Det viktigaste exemplet pa sadana operationer ar de fyra raknesatten pa olika talméngder. 1
ovningarna kommer vi att understka olika egenskaper hos dessa operationer:

e associativitet

e kommutatitivitet

e neutrala element

e inverser (motsatta element)

Ovning A

1. Forklara begreppen associativ och kommutativ operation med hjilp av addition och
subtraktion pa heltalen Z.

2. Med avseende pa vilka av foljande operationer ar Z sluten? Vilka av dessa operationer
pa Z ar associativa, kommutativa, vilka har ett neutralt element? Varje gang da det
finns ett neutralt element bestdm alla element som har invers.



4 Explorativ 6vning 9

(a) mxn=mn+1 (b) m*xn=m-+n—mn
(c) m*n =m?+n? (d) m*n=2m"

() mxn = (f) m*xn = SGD(m,n)
(g) m*n = max(m,n) (h) m*n = MGM(m,n)

Ovning B

1. Hur manga operationer finns det pa en mangd med 2 element? Hur manga av dessa ar
kommutativa?

2. Hur manga operationer finns det pa en mangd med 3 element? Hur manga av dessa &r
kommutativa? Generalisera Dina slutsatser till mangder med n element.

(")Vﬂing C

1. Ge exempel pa en mangd med en operation som &r
(a) associativ, men ej kommutativ;

(b) kommutativ, men ej associativ.

2. Ge tre exempel pa mangder med operationer som &r associativa, har neutralt element
och &r sadana att varje element har invers.

Anmairkning. En mangd G med en operation % som ar associativ, har neutralt element
och ar sadan att varje element har invers kallas grupp. Grupper har en mycket stor
betydelse i hela matematiken och flera av dess tillimpningar (kemi, fysik, kryptografi,
kodningsteori). Gruppteorin utvecklades fran arbeten om algebraiska ekvationer av J.L.
Lagrange, N.H. Abel och E. Galois.



