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LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
I MAL 200/220 del 3/1 2000-03-06

“Arkimedes princip” siger att om a och b dr godtyckliga positiva reella tal sa
existerar ett naturligt tal n sddant att nb > a. Formulera Arkimedes princip med
hjilp av kvantorerna “V” och “3” (Du kan beteckna med N de naturliga talen och
med R, de reella positiva). Formulera ocksa negationen till “Arkimedes princip”.

“Arkimedes princip” séger att: Va,b € Ry 3n € N : nb > a . Dess negation ar:

“(Va,be Ry IneN:nb>a) & Ja,be R, VneN :nb< a.

Lat A, B och C beteckna tre mingder. Rita Venn—diagram som svarar mot
vinster— och hégerled i likheten:

(C\A)N(C\ B)=C\(AUB).

Stammer likheten? Bevisa Ditt pastaende! Anvind definitionerna av ”U,N” och
“\”. Vilka logiska lagar (tautologier) har Du anvint?

Av tekniska skil utelimnar vi Venn—diagram som maste ritas och visar att likheten giller.
Nedan foljer bevis:

zeVLeze(C\A)N(C\B)sze(C\AAze(C\B)s

sSreCANzgANzeChNz¢gBosreChNegANz¢gBeosrzeCNxg (AUB) <

z€ (C\(AUB)) < z € HL.

Alltsa d&r VL = HL. Vi har bl a utnyttjat de Morgans lag: (—p A —q) < —(p V q), dir p &r
utsagan = € A, och ¢ utsagan = € B.

Lat f :Z — Z, dir Z betecknar heltalen. Besvara foljande fragor:
(a) Ar funktionen f(n) = n? injektiv?

(b) Ar funktionen f(n) =n3 injektiv?

(c) Ar funktionen f(n) = (—1)"n bijektiv?

Motivera noga Dina svar med hjilp av ldmpliga definitioner!

(a) Funktionen &r inte injektiv. T ex dr f(2) = f(—2) = 4 dvs tva olika element i forsta
mingden avbildas pa samma element i den andra (bdgge mangderna &r lika med heltalen).

(b) Funktionen #r injektiv dvs om ni # ng sa ar f(ny) = n} # nd = f(na).

(c) Om n dr jamnt sa dr f(n) = (—1)"n =n. Omn dr udda sa ar f(n) = (—1)"n = —n. Alltsa
dr funktionen injektiv eftersom olika heltal har olika bilder. Den dr ocksa surjektiv eftersom
varje jimnt heltal dr bilden av sig sjilvt, och varje udda heltal dr bilden av det motsatta
talet.



(b) Talen a + bi, dér a och b #r heltal och i> = —1, kallas Gaussiska heltal (t ex
144,14+ 2i,—1+ 37 osv). Visa att de Gaussiska heltalen bildar en uppriknelig
méngd. Du kan boérja med fallet da a > 0 och b > 0, men det &r inte ndédvéndigt.

(a) Se stencilen “Andligt och osindligt”.
(b) Forst skriver vi ut alla Gaussiska heltal a + bi med a > 0 och b > 0 i foljande tabell:

0+0i ——0+ 14 0+ 2i ——0+ 3
//// //// ////
1+0i  1+1 142 1+ 3i

f//// ////
2+ 0 241 242 2+3
////
340i  3+1d 342 3+3i

Vi numrerar talen i tabellen i enlighet med pilarnas riktning. Detta visar att alla Gaussiska
heltal a + b7 med a > 0 och b > 0 bildar en uppriknelig méngd. P4 samma sitt visar man
att de tre andra mingderna: talen a + bi med heltaliga a,b och a < 0,0 < 0, talen a + b med
a < 0,b > 0 och talen a + b med a > 0,b < 0 ocksa dr upprikneliga. Eftersom unionen av
upprikneliga méngder ir en uppriknelig méngd (se stencilen “Andligt och oéndligt”) far vi
att de Gaussiska heltalen &r upprikneliga.

. Bevisa med hjilp av matematisk induktion likheten

1)(2
1-5+2-8+3.11+...+n(3n+2):n(n+ )(2n + 3)

dan=1,23,....

Forst kontrollerar vi likheten for n = 1. Da ar VL = 1-5 = 5, och HL = % = 5. Alltsa
géller formeln i detta fall.

Nu forutsitter vi att formeln géller for ett naturligt tal n = k dvs

k(k +1)(2k + 3)

1-54+2-8+3-114---+k(3k+2) = :

och vi vill visa att den ocksa giller for nista tal n = k + 1 dvs

1-54+2-84+3-114---4+k(Bk+2)+ (k+1)3k+5) = (k+1)(k‘;2)(2k+5).

Bevis:
VL=1-542-84+3-11+---+k(Bk+2)+ (k+1)(3k +5) =

k(k +1)(2k + 3)
2

(k4 1)(3k 4 5) = ’“(’”1)(2“3);2(k+1)(3k+5) _
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Enligt induktionsprincipen giller likheten for alla naturliga tal n = 1,2,3,....

. Visa att varje produkt av tre efterf6ljande jimna heltal (som t.ex. 4,6,8 eller
10,12,14) #r delbar med 48.

Tre efterfoljande jamna heltal kan betecknas med 2n — 2,2n, 2n + 2, dir n ir ett godtyckligt
heltal. Deras produkt 7" = (2n — 2)2n(2n +2) = 8(n — 1)n(n + 1). Talen n — 1,n,n + 1 &r
tre efterfoljande heltal sa att minst ett av dessa tal dr delbart med 2 och exakt ett dr delbart
med 3. Alltsd dr produkten (n — 1)n(n + 1) delbar med 6. Detta visar att talet 7' dr delbart
med 8 - 6 = 48.

. Bestédm alla mojliga rationella tal £ och £ (z,y heltal) sadana att

_y_ -
- :

ol 8

Likheten i texten ar ekvivalent med likheten 7z — 5y = 1. Denna ekvation har en partikulir
losning xy = 3,yo = 4. Alltsa giller likheten 7x — 5y = 7xo — byo dvs 7(z — zg) = 5(y — yo)-
Den sista likheten visar att 5|(z — zo) sd att © — o = bk, dir k dr ett godtyckligt heltal.
Insédttning i 7(z — xo) = 5(y — yo) ger 7 -5k = 5(y — yo) sa att y —yo = Tk. Alltsa far vi
x=1x0+5k =3+5kochy=yo+7k =4+7k, dir k € Z. Alla rationella tal med den 6nskade
egenskapen ir alltsa @ och %, dir k € Z.

. (a) Lat z; och z; vara komplexa tal. Visa att |z12;| = |21]|22].

(b) Bestéim alla komplexa tal z sadana att |z — 1| = |z — 3| och tolka geomtriskt
deras lige i komplexa talplanet.

(a) Vi har |z120|2 = 21207125 = 212071 B2 = 21212272 = |21|%|22|?. Alltsé dr |21 20| = |21]|22]-
(b) En algebraisk 16sning: Lat z =a+bioch |z—1| = |z—3|. Da dr |a+bi — 1| = |a + bi — 3|
dvs |(a—1) +bi| = |(a—3) +bi|, s& att \/(a — 1)2 + b2 = \/(a — 3)2 + b2. Efter kvadrering ger
den sista ekvationen att (a — 1)? = (a — 3)?, vilket #r ekvivalent med att —2a + 1 = —6a + 9.
Alltsa dr a = 2. Svaret dr att z = 2 + bi med ett godtyckligt reellt b. Geometriskt dr denna
méngd mittpunktsnormalen till strickan mellan 1 och 3 i det komplexa talplanet.

En geometrisk 16sning: Likheten |z — 1| = |z — 3| sdger att i det komplexa talplanet &r
avstanden fran punkten z till punkterna 1 och 3 lika. Alla punkter z med denna egenskap
ligger pa mittpunktsnormalen till strickan mellan punkterna 1 och 3 dvs pa den linje for
vilken realdelen &r lika med 2 (linjen genom 2 som &r vinkelrdt till strickan mellan 1 och 3).
Detta innebér att linjen bestar av alla komplexa tal z = 2 + bi, dédr b &r ett godtyckligt reellt
tal.



