LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
I MAL 200 del 3 1998-11-28

Vi ger hinvisningar till kurslitteraturen nir det géller teorifragor dvs definitioner, satser och deras bevis.

1. Lat a,b,c,d beteckna heltal. Vilka av foljande pastaenden ar sanna? Bevisa eller ge ett
motexempel!

(a) Om a|b och ¢|d sa a + c|b + d.
(b) Om a och b dr udda sa ar talet a + b + ab udda.
(c) a och b ar udda da och endast da a + b + ab ar udda.

(a) Pastaendet &r falskt. Vélj a = 2, b =4, ¢ = 3, d = 9. Man har di 2|4 och 3|9, men
24+3=5113=4+9.

(b) Pastdendet ar sant. Bevis: Lat a = 2k + 1 och b = 2l + 1, dar k och [ &r heltal. D4a &ar
a+b+ab=2k+1+204+1+ 2k+1)(20 +1) = 4(k + 1 + kl) + 3 ett udda tal (man kan ocksa
konstatera att summan av tre udda termer a, b och ab ger ett udda tal).

(c) Pastaendet dr falskt. Man har tva implikationer. Den ena: Om a och b dr udda sa &r talet
a + b+ ab udda ar sann enligt (b). Den andra: Om a + b+ ab dr udda sa &r a och b udda ar falsk!
Tag a =1 och b= 2. D4 &r summan a + b+ ab =5 udda, men a och b ir inte udda (b &r jamnt).

2. (a) Anvand kvantorer och de logiska konnektiven fér att formulera féljande utsaga:
Om z, y och 7z ar heltal och 2% +y? = 2? si ir minst ett av talen z, y och z delbart med

7.
(b) Formulera negationen till utsagan i (a).

(c) Ar utsagan i (a) sann eller falsk? Bevisa Ditt pastaende.

(a) V 3,y,2 € Z[x? +y*> = 22 = (T|lz V T|y V 7|z)]. Man kan erséitta: 7|z V 7|y V 7|z med 7|zyz.
(b) =V z,y,2 € Z[x?+y? = 22 = (T|zVT|yV7|2)]| & T 2,y,2 € Z[x? +y? = 22A(T1zATHyAT 1 2)].
Man kan ersitta: 712 AT4y A7tz med 71 zyz.

(c) Pastdendet &r falskt. T ex 32442 = 52, men 7 dividerar inte ndgot av talen z = 3,y = 4, 2 = 5.

3. Lat A, B och C beteckna tre mangder. Rita Venn—diagram som svarar mot vanster—
och hogerled i likheten:

A\(BUC) = (4\B)n (4\0).

Stammer likheten? Bevisa Ditt pastaende! Anvand definitionerna av ”U,N” och “\”.

Rita Venn-diagram! (Vi utelamnar detta av tekniska skil.) Dessa visar att méngderna till vanster
och till hoger ar lika. Vi bevisar likheten:

zeVL=[A\(BUC)ezec ANz ¢ (BUC)o e AN-(zeBVze()&

r€EAN(zédBAxgC)s (€ ANz gB)AN(z € ANz ¢C)sxze(A\B)Aze (A\C) &

ze(A\B)Az e (A\C)eze[(A\B)N(A\C)]=z€ HL.

Alltsd &r VL = HL.



som ar storst. Bevisa Ditt pastaende med hjalp av matematisk induktion.

Man far 3! + 4! =7 < 51, 32 + 42 = 52, 3% 4+ 4% < 53, 3* + 4* < 5%, Det verkar att 3" + 4" < 5"
da n > 2. Vi skall visa detta pastaende med matematisk induktion. Vi har redan konstaterat att
pastaendet giller da n = 3 ("Forsta steget”). Nu antar vi att pastaendet géller dan = k, k > 3 dvs
3k 4 4k < 5% och visar att det géller d& n = k + 1 dvs 3¥+! 4+ 4k+1 < 5k+1 (?Induktionssteget”).
Vi har:

5FL =5.5F > 5(3F +4F) = 5.3 4 5.4F > 3.3% 4 4. 4F = 3k+T 4 gkt

Enligt induktionsprincipen géller olikheten 3™ + 4™ < 5™ for alla heltal n = 1,2,3,. ...

5. Bestam alla heltaliga 16sningar till ekvationen 3z — 7y = 20 och vilj bland dessa 16sningar
minst en i vilken bade z och y ar heltaliga kvadrater (dvs bestam minst en 18sning till
den diofantiska ekvationen 3a% — 7b% = 20).

Man hittar 1att en 16sning t ex g = 9,90 = 1. Om (z,y) betecknar en godtycklig l6sning sa har
man 3z — Ty = 3xg — Tyo dvs 3(x — x¢) = 7(y — yo). Eftersom 3 &r relativt prim med 7, si ar 3 en
delare till y —yo dvs y —yo = 3k for ett k € Z. Alltsa ger likheten 3(x —xo) = 7- 3k att x = xo + 7k.
Vi far den allménna l6sningen z = 9+ 7k,y = 1 + 3k, k € Z. Samtidigt observerar vi att a = 3 och
b =1 ocksa ldser ekvationen 3a? — 7b% = 20.

6. (a) Vad menas med ett sammansatt tal? Ge ett exempel pa en f6ljd bestaende av 100
sammansatta heltal som foljer efter varandra.

(b) Visa att det finns odndligt manga primtal.

(a) Definitionen av sammansatta heltal finner man i Vretblads bok. En foljd av 100 (direkt)
efterfoljande heltal ar t ex 101! 4+ 2,101+ 3,...,101! 4+ 100,101! + 101.

(b) Se Vretblads bok eller stencilen om “Delbarhet och primtal”.

7. Lat z; och z; vara tva komplexa tal.
(a) Tolka geometriskt talen |z1|, |22, |21 + 22| och |21 — 23|.

(b) Ge en geometrisk tolkning av likheten:

|21 + 22" + |21 — 22> = 2(|21 ] + |22[7).

(c) Bevisa att likheten i (b) giller for godtyckliga z; och 2.

(a) (Bilden ar inte den bésta: z1 och 2z spanner upp en parallellogram.)
4 21+ 22

22
|Z1 — Z |
|22

z1 + 22|

Zl|

(b) Likheten sager att summan av kvadraterna pa diagonalernas lingder i en parallellogram &r lika
med summan av kvadraterna pa alla sidornas langder.



(21 - 22)(31 — 72) = 2121 + 2122 + 2122 + 29Z2 + 2121 — 2122 — 22Z1 + 2929 = 2(|21|2 + |22|2).

. Lat a och b vara tva relativt prima heltal dvs SGD(a,b) = 1. Bevisa att SGD(a+b,a—b) =
1 eller 2.

Lat d = SGD(a+b,a—0). d delar bade a+boch a—b. Alltsd ar d en delare till (a+b)+ (a —b) = 2a
och en delare till (a + b) — (a — b) = 2b. Men a och b &r relativt prima sd att det finns heltal = och
y sddana att ax + by = 1. Den likheten ger 2az + 2by = 2, vilket visar att d, som dividerar bade 2a
och 2b, maste dividera 2. Alltsa &r d lika med 1 eller 2.



