LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
I MAL 200 del 3 1999-03-27

1. (a) Lat A={1,2,3,4} , B=1{1,2,5} och C ={1,2,6}. Bestédm méngderna A\ (B\C)
och (A\B)U(ANCO).

(b) Ar det alltid sant att méingderna A\ (B\C) och (A\B)U(ANC) &r lika? Bevisa
Ditt pastdaende med hjilp av definitionerna av méngdoperationerna. Anvénd de
logiska konnektiven.

(a) Vihar B\C = {5}, A\(B\C) = A\{5} ={1,2,3,4}, och A\B = {3,4}, ANC = {1,2} sa
att (A\B)U(ANC) ={1,2,3,4}. Alltsa ar mingderna lika dvs A\ (B\C) = (A\B)U(ANCQC)
i detta fall.

(b) Allmént:

ze[A\(B\QO)ezcANz ¢ (B\C)eozxzceAN-(z€eB\(C) <

r€EAN-(ze€BANz¢C)eorcAN(z¢BVzel)s

(e ANz gB)V(re ANz eC)exze(A\B)Vze (ANC)eze[(A\B)U(ANQO)].
Alltsa géller likheten A\ (B\ C) = (A\ B)U(ANnC).

2. Ar utsagan Va € R3b € R a = b? sann? Motivera Ditt svar. Vad hiinder dia man
kastar om kvantorernas ordning i denna utsaga? Far man en sann utsaga da?

(b) Formulera negationen till den férsta utsagan i (a)!

(a) Utsagan Va € R3Ib € R a = b? ér falsk. Om man villjer ¢ = —1 si fir man att
det finns b € R med > = —1, vilket dr falskt. Om man kastar om kvantorerna fir man
Ja € RVb € R a= b, vilket ocksd &r falskt — det finns inte ett reellt tal @ som &r en
kvadrat av alla rella tal b.

(b) Negationen éir 3a € RV b€ R a # b?. Denna utsaga ér sann. Om man villjer a = —1 sd
fir man ett tal som inte éir en kvadrat av nigot reellt tal b (dvs —1 # b? for alla reella b).

3. Ge exempel pa ett motsigelsebevis (“reductio ad absurdum”) — formulera en sats
och ge dess bevis.

Du kan t ex visa att det finns oéndligt manga primtal eller att /2 inte &r ett rationellt tal
osv (se kursboken eller stencilerna). Man skall ocksa forklara hur man resonerar.

4. Lat A ={2,4,6,8,10,...} och B = {6,12,18,24,30,...}.

(a) Betrakta funktionen f: A — B, dir f(n) = 6n (dvs 2 avbildas pa 12, 4 pa 24,
6 pa 36 osv). Ar denna funktion bijektiv?

(b) Definiera en annan funktion g : A — B som #r bijektiv.

(c) Har mingderna A och B samma kardinalitet? Ar de upprikneliga?

(a) Funktionen &r inte surjektiv eftersom talet 6 € B saknar urbild dvs det finns inte n € A
sa att f(n) = 6n =6 (dad maste n =1, men 1 ¢ A). Man kan séiga att det inte finns “en pil”



den dr inte surjektiv).

(b) Definiera g : A — B sa att g(n) = 3n. Denna funktion &r bade injektiv och surjektiv dvs
bijektiv. Elementen i A ar alla positiva jdmna heltal och elementen i B &r alla positiva heltal
delbara med 6. Funktionen g avildar varje jamnt heltal 2k, & = 1,2,3,... pa motsvarande
heltal g(2k) = 6k som &r ett heltal delbart med 6. g &r injektiv (om g(ni) = g(ng) sa ar
3n1 = 3ng dvs n1 = ng) och surjektiv (om 6k € B sa dr 6k = g(2k) dvs det gar “en pil” fran
2k till 3 - 3k = 6k).

(c) Méngderna A och B har samma kardinalitet som de naturliga talen N = {1,2,3,...} dvs
A och B ar upprikneliga. Det finns en bijektiv funktion fran N till A t ex (k) = 2k och fran
N till B t ex s(k) = 6k for £k = 1,2,3,.... (Vi har redan en bijektiv funktion fran A till B i

(b))-

. Bevisa med hjilp av matematisk induktion att

1-44+2-7+3-10+ - +n(3n+1) =n(n+1)%

Vi kontrollerar likheten for n = 1: VL =1-4 =4 och HL =1 (1 +1)? = 4. Allts4 &r VL =
HL.

Nu antar vi att likheten géller for n =k, £ > 1 dvs

1442 7+3-10+---+k(Bk +1) = k(k +1)?

och vi vill visa att likheten ocksa giller for n = k + 1 dvs

1442743104+ +EkBk+ 1)+ (k+1)(3k +4) = (k+ 1)(k +2)

Bevis:

1442743104+ kBk+1)+(k+1)Bk+4) =k(k+1)>+ (k+1)(3k + 4) =

=(k+Dk(k+1)+3k+4) = (k+1) (k> +4k+4) = (k+1)(k +2)%

Enligt induktionsprincipen giller likheten for alla n = 1,2,3,....

. (a) Uppdela féljande tal i produkt av primtal: 6, 21, 105 och dé&refter 12, 54, 72.
De forsta tre talen kallas kvadratfria, de sista tre dr inte kvadratfria. Forsok ge en
egen definition av begreppet kvadratfritt naturligt tal.

(b) Bestdm naturliga tal z och y sidana att %y = 5880 och y #r kvadratfritt.

(c) Ar det alltid m&jligt att skriva ett naturligt tal som produkt av en kvadrat och
ett kvadratfritt tal? Motivera Ditt svar genom att t ex hénvisa till aritmetikens
huvudsats.

(a) Vihar 6 =2-3,21 = 3-7,105 = 3-5-7; 12 = 22.3, 54 = 2-33 och 72 = 23-32. Kvadratfria
tal innehaller inte tva lika primfaktorer. Man har foljande definition: Ett naturligt tal n >
1 kallas kvadratfritt om p? inte dividerar n for varje primtal p. Observera att med denna
definition dr talet 1 kvadratfritt.



Lat o = /5880 = /5880 — /9272 — 14. D4 ir 5880 = %y

(c) Metoden i (b) kan beskrivas pa foljande sétt: Lat n vara ett givet naturligt tal. Omn = 1 sa
viljer viz =1 och y = 1. Om n > 1 uppdelar vi n i primfaktorer i enlighet med aritmetikens
huvudsats: n = plfl p§2 .+« pkr_ Definiera nu det kvadratfria talet y som produkt av alla primtal
i faktoruppdelningen av n vars exponenter k; dr udda. Om alla dessa exponenter dr jimna
véljer vi y = 1. Nu delar vi n med y. Talet % ar en kvadrat eftersom exponenterna av alla
primfaktorer av detta tal dr jimna eller % = 1. Vi véljer x = \/g . D& ar n = z2y.

. Bestdm alla positiva heltaliga lésningar (z,y) till ekvationen 2z — 5y = 1 sddana
att bade z och y 4r primtal mindre &n 100.

Forst hittar vi en partikulédr 16sningen till ekvationen t ex zg = 3, yo = 1. Vi har 2z — by =
2z0—5yp sa att 2(z—1zp) = 5(y—yo)- Den sista likheten séger att 2 delar y—yo dvs y—yo = 2k,
dir k dr ett heltal. Alltsa dr y = yo+2k = 142k, k € Z. Likheten 2(z—1x¢) = 5(y—1yo) = 5-2k,
ger £ = xo+ bk = 3+ 5k. Vi vill bestimma alla 16sningar (z,y) sadana att z och y &r primtal
mindre dn 100. Detta villkor ger att 0 < 3 + 5k < 100 sa att 0 < k < 20. Vi testar dessa
véarden pa k och far tre 16sningar: (13,5) for k = 2, (43,17) for k = 8 och (73,29) for k = 14.

. Beridkna

3+ Ti ”+ 37\
5+ 2¢ 5— 24
och skriv Ditt svar pa formen a + bi.

Vi har

3+ i ”+ 3—Ti "’0__(3+7¢)(5—2¢)2"Jr (3—7)(5+2)\° _

542 5-2)  \(5+2i)(5— 2) (G-20)(5+2))
_ (15— 6i + 35i + 14 ”+ 15 + 6i — 35i + 14
N 29 29

20
) =1+ +(1-9)"=

= (1 4+ +[(1 =910 = (20)10 + (—20)10 = —210 — 210 — o1l — 9048



