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1. Formulera och bevisa Pythagoras’ sats.

Se kompendiet om Euklidisk geometri och övningarna.

2. Visa att en punkt på bisektrisen till en vinkel ligger på samma avstånd från båda vin-
kelbenen. Visa också omvändningen, att en punkt i vinkelns fält på samma avstånd
från vinkelbenen ligger på vinkelns besektris.

Låt punkten
�

ligga på bisektrisen till vinkeln ��� . Dra normalerna ��� och ��� till vin-
kelbenen. Då är i trianglerna ��� � och ��� � motsvarande vinklar lika stora och eftersom
sträckan � � är gemensam, är trianglerna kongruenta. Så avståndet � � �	� till ena vinkelbe-
net är lika stort som avståndet � � �
� till det andra vinkelbenet.
Omvänt, antag att � � ���� � � �
� , där � , resp � , är skärningspunkten av normalen med
vinkelbenet ��� , resp ��� . Drag linjen � � . Enligt Pythagoras är nu även � ���	����� ����� , så� ��� ���� � ��� � och därmed är ����� � ������� � , d v s strålen � � är bisektrisen.

3. Formulera och bevisa binomialsatsen.

Se Vretblad och Övning 14, S 4.

4. Faktoruppdela polynomet ��������� �"!$#&% i produkt av irreducibla polynom med koef-
ficienter i ' , ( och ) (dvs i '�* �,+ , (-*.�,+ och )-* �,+ ).
Låt � �/��0 . Då är �,������� �1!2#&%3�403�����506!2#&%3�8790:�<;>=?790@!<A�=�87B� �C�D;>=E7B� �1!
A�= . Polynomen �F���G; och �F��!GA är irreducibla i '�* �,+ eftersom de saknar rationella
nollställen, så 7B� � �$;>=?7H� � !$A�= är faktoruppdelningen i '�*.�,+ . Polynomet � � �$; saknar
reella nollställen och är därmed irreducibelt i (�*.�,+ , medan 7B�D�I!JA�=K�87H�6�
L A�=E7B�4!ML A5= ;
detta ger faktoruppdelningen 7B�<�N��;>=?7H�4� L A�=?7H��! L A5= . Slutligen kan man i )O*P�Q+ skriva
polynomet som produkt av linjärfaktorer: � � �M��� � !
#&%3�87B�R�MS5TU=?7H��!VS5TU=?7H�6� L A�=E7B�4!
L A�= .

5. Definiera operationen “ W ” på mängden X av heltalen genom

Y W[Z�� Y Z�! Y !�Z
då Y \ Z^]$X . Är denna operation kommutativ? Associativ? Finns det ett neutralt ele-
ment?

Operationen är kommutativ: Y W�ZR� Y Z ! Y !RZ6� Y Z�!^Z ! Y �_ZQW Y , men inte
assiociativ: 7 Y W>Z�=EWa`b�87 Y ZK! Y !cZd=B`"!J7 Y ZK! Y !cZd=a!e` � Y ZN`"! Y `f!cZg`f! Y Z"� Y �3ZK!
` , medan Y WC79ZKWh`i=j� Y 79Zg`!�Z/!�`i=�! Y !b7BZN`!�Z/!O`i=�� Y ZN`k! Y `!�ZN`k! Y Z[! Y �lZ��` ;
ett konkret exempel är 79mnW-m>=kWn#V�omnW�#l�p!3# , medan m�W�7qm�W�#h=O�om�W37r!3#&=��s# . Omt är ett neutralt element, så gäller ZR�sZQW t �uZ t !RZ ! t för alla Z , speciellt gäller då
#���#eW t � t !6#�! t �v!�# . Så ett neutralt element finns inte.



6. Betrakta relationen � på mängden ( � ��� 7qm \ m>=�� , given av 7�� \	� = � 7���
 \	� 
 = då och en-
dast då 7�� \� =�v7�����
 \ � � 
 = för någon positiv konstant ���Rm .
a) Visa att � är en ekvivalensrelation.
b) Bestäm ekvivalensklassen som innehåller punkten 7 # \ #h= .
c) Beskriv alla ekvivalensklasser genom att välja en lämplig representant för varje
klass.

a) Relationen � är reflexiv: 7�� \	� = � 7�� \	� = , ty 7�� \	� =�� 7 #���� \ #�� � = , symmetrisk: om
7�� \	� = � 7���
 \	� 
 = , d v s 7�� \	� =
� 7�����
 \ � � 
 = , då är 7���
 \	� 
 =E7 #������ \ #���� � = med #������ m , d
v s 7���
 \	� 
 = � 7�� \	� = och transitiv: om 7�� \	� = � 7���
 \	� 
 = , d v s 7�� \� =,� 7�����
 \ � � 
 = , och
7���
 \� 
 = � 7���
 
 \	� 
 
 = , d v s 7���
 \� 
 =-�s7�����
 
 \ � � 
 
 = , då är 7�� \	� = �p7 ������
 
 \ ��� � 
 
 = med ���!�Gm ,
dvs 7�� \	� = � 7�� 
 
 \� 
 
 = . Därmed är � en ekvivalensrelation.
b) Ekvivalensklassen som innehåller punkten

� �p7r# \ #h= består av alla punkter 7�� \ � = med
�"�Rm ; d v s ekvivalensklassen är strålen # � , där # är origon.
c) Varje ekvivalensklass är en stråle utgående från origon. Som representanter kan vi välja
punkterna på enhetscirkeln.

7. Vilken rest ger A��%$%$ � vid division med
a) 31 b) 11 c) 341 ?

Observera att A�&O�vS�A�' # 7�(*)�+	SI#h= , A,&O��S>A�'u!�# 7�(-).+F#�#&= och att S�/ #���#�#0� SN# .
Då gäller A5�%$%$ ��� 7qA,& =r�1$%$��iA �2' #?�1$%$���/4� / 7�(*)�+	SI#h= och A5�%$%$ ��� 7qA,& =r�1$%$��iA �2'
7 !�#h= �1$%$ ��/3�3/ 7�(*)�+F#�#h= . Enligt kinesika restsatsen är nu också A �%$%$ � '4/ 7�(-).+	S�/I#h= .

8. Vilka av följande talmängder är ringar? Vilka av dem är kroppar?
a) 5��76?L 8 , där 5 , 6�]:9 ?
b) 5c�76 L 8 , där 5 , 6�],X ?
c) 5��!6aL 8 , där 5 , 6�],' ?
d) 5c�76 L 8 , där 5 , 6�]Q( ?

a) Mängden är inte en ring: den är inte sluten under subtraktion.
b) Nu är det en ring, men inte en kropp, ty #���5 ligger inte i mängden om 5*��# .
c) Enligt Sats 12.3 är detta en kropp.
d) Observera att L 8l]Q( , så

� 5��76?L 8b�;5 \ 6�]Q(<�J�@( och därmed en kropp.


