LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
I MAL 200 del 3 1999-10-19

1. Lat A= {zr € Z|z? <5}, B={1,2,3,4,5} och C = {z € NjJz < 15 och z &r ett primtal}.
Bestim (AUB)\(BNC) och (AUB)NC. Ar dessa mingder lika? Giller Ditt pastaende
for helt godtyckliga mingder A, B, C? Motivera med hjilp av t ex Venn—diagram!

Vi har A = {0,+1, 42} och C = {2,3,5,7,11,13}. Alltsd r AUB = {-2,-1,0,1,2,3,4,5}
och BNC ={2,3,5},sd att (AUB)\(BNC)={-2,-1,0,1,4} och (AUB)NC = {2,3,5}.
Detta visar att méngderna inte &r lika. Rent allmint géller inte detta pastaende. I sjéilva
verket far man likheten da t ex A = C och B = () (man kontrollerar mycket latt att likheten
géller).

2. (a) Anvind kvantorer och de logiska konnektiven f6r att formulera féljande ut-
saga: Om n > 1 dr ett naturligt tal sa &r bade 6n — 1 och 6n + 1 primtal. Ar denna
utsaga sann? Motivera Ditt pastaende.

(b) Formulera negationen till utsagan i (a) (sa att negationssymbolen “-” inte
forekommer i svaret). Vilken logisk sanning (tautologi) anvéinder Du?

(Du kan beteckna méngden av primtalen med t ex P).

(a) Vi kan komma 6verens att N = {1,2,3,...}. Da siger pastaendet att Yn € N : 6n —1 €
P A6n+ 1 € P. Detta pastaende dr falskt. Om n = 4 far vi 6n + 1 = 25, vilket inte ir ett
primtal.

(b) Negationen av vart pastdende lyder: In € N : 6n —1 ¢ PV 6n + 1 ¢ P. Man anvénder
sig av de Morgans lag: =(p A q) < (—p V —q).

Det fanns helt korrekta 16sningar da man valde N = {0,1,2,3,...} och skrev Vn € N : n >
1= (bn—1€PA6n+1€P). Daér negationen In € N: n>1A(n—1¢PVén+1¢P).

3. Ge exempel pa tva oidndliga mingder A och B och tre funktioner f : A — B,
g:A— B, h: A— B sadana att

(a) f &r injektiv, men ej surjektiv,
(b) g &r surjektiv, men ej injektiv,

(¢) h &r bade injektiv och surjektiv dvs bijektiv.

Vilj A=B=N={0,1,2,3,...}.

(a) Definiera f(n) = 2n. Denna funktion ar injektiv (ty ni # ng ger att f(n1) # f(n2)) och
den &r inte surjektiv (ty 1 édr inte bilden — likheten f(n) = 2n = 1 dr omgjlig).

(b) Definiera g(0) = 0 och g(n) = n — 1 da n > 0. Denna funktion &r inte injektiv (ty
g9(0) = ¢g(1) = 0), men den ar surjektiv (ty varje element i B ar bilden av ett element i A).

(c) Funktionen h(n) = n (identiteten) dr bijektiv dvs bade injektiv och surjektiv.

4. (a) Motivera att alla tal 5*7', dér k och [ #r naturliga tal, bildar en uppriknelig
mingd.

(b) Bevisa att om A och B #r tva upprikneliga mingder sa &r ocksad mingden
AU B uppriknelig.

(c) Anviind (a) och (b) till att motivera att #iven alla tal +5*7' bildar en uppriiknelig
mingd.
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Man kan ocksa hénvisa till en sats som siger att en odndlig delméngd till en uppriknelig
méngd ocksa dr uppriknelig. Talen 557! dir k,1 = 1,2, 3, ... bildar en oéindlig delméingd till
de naturliga talen som &r upprikneliga.

(b) Lat A = {a1,a9,as,...} och B = {b1,be,bs,...}. Unionen AUB = {a1,b1,az,bs,a3,bs,...}
ar ocksa uppriknelig — man numrerar elementen i unionen sa att a; far nummer 1, by far
nummer 2, ao far nummer 3, bo far nummer 4 osv. (innan numreringen sker kan man stryka
de element i B som redan finns i A).

(c) Méingden av talen +5%7' ir unionen av mingderna av 5*7' och —5*7" (k,1 =1,2,3,...).
Alltsa &r den uppriknelig enligt (b).

. Bevisa att for varje n =1,2,3,... &r talet T}, = 5" — 1 delbart med 12.

Vi kontrollerar att 7; = 52 — 1 = 24 iir delbart med 24. Nu antar vi att pastdendet giller
for ett k > 1 dvs att 24 dividerar talet T}, = 52% — 1 och vi vill visa att pastiendet giller for
nista tal n = k + 1 dvs 24 dividerar Ty 41 = 52(k+1) _ 1. Vi har:

Ty = 52T — 1 =52+2 _1 —95.5%% _ 1 =24.5% 4 52 _ 1.

Denna likhet visar att talet Ty 4r summan av tva termer 24-52¢ och T}, som bada #r delbara,
med 24. Alltsa &r talet Tj; delbart med 24. Enligt induktionsprincipen géller pastaendet for
alla naturliga tal n = 1,2,3,... dvs alla T,, dr delbara med 24.

. (a) Lat a och b vara relativt prima naturliga tal (dvs SGD(a,b) = 1). Bestdm a
och b da man vet att ab = 225.

(b) Visa att om a och b &r relativt prima naturliga tal vars produkt édr en kvadrat
av ett naturligt tal s maste bade a och b vara kvadrater av naturliga tal.

Ledning till (b): Du kan anviénda aritmetikens fundamentalsats.

(a) Vi har 225 = 3-3-5-5. Eftersom a och b saknar gemensamma, primfaktorer maste a = 1,
b =225 eller a = 9,b = 25 eller a = 25, b = 9 eller a = 225,b = 1 (det finns alltsa 4
mojligheter).

(b) Enligt aritmetikens fundamentalsats dr ab en produkt av primfaktorer. Eftersom ab dr en
kvadrat sa maste varje primfaktor inga med jimn exponent. Men a och b saknar gemensamma
primfaktorer s& att a 4r en produkt av ett antal av primfaktorer p; med jimna exponenter

20; (dvs a = p2*1p3® ... pzo"“) och b &r en produkt av ett antal primfaktorer ¢; med jamna

exponenter 203; (dvs b = q%ﬂ lqgﬂ 2 ---qlw ). Detta visar att bade a och b dr kvadrater av
naturliga tal. Observera att man kan tillita o; eller 3; lika med 0.



alla heltal n. Bestdm SGD(5n + 2,12n + 5) d& n € Z.
Ledning. Du kan boérja med n = 0.

Om vi tar n = 0 far vi ekvationen 2z + 5y = 1. Denna ekvation har en partikulir l6sning
zo = 3,yo = —1. Likheten 2z + 5y = 2z + byg ger 2(z — z¢) = 5(yo —y). Alltsa dr 5 en delare
till z — g sa att £ — z¢ = 5k med ett heltal k. Detta ger £ = 3 + 5k och genom inséttning i
ekvationen 2(z—z¢) = 5(yo—y) far viyg—y = 2k dvs y = —1—2k. Vi vill hitta en l6sning (z, y)
som duger for alla n. Den givna ekvationen ger (5n+2)(3+45k)+(12n+5)(—1—2k) = 1. Tar vi
hir n = 1 sa far vi 7(3+5k)+17(—1—2k) = 1, vilket ger k = —3. Alltsa far viz = 3+5-(—3) =
—12 och y = —1—2-(—=3) = 5. Nu kontrollerar vi litt att (5n +2)(—12) + (12n +5)5 = 1 for
alla n. Om nu d ir en gemensam delare till bade 5n + 2 och 12n + 5 si maste d dela talet 1
eftersom (5n + 2)z + (12n + 5)y = 1. Alltsa dr d = 1 dvs SGD(5n + 2,12n + 5) = 1.

. (a) Lat z; och z; vara tva komplexa tal. Visa likheten |21 23| = |21]|22]-
(b) Lat z vara ett komplext tal. Visa att om |z| =1 sa giller |2z — 1| = |z — 2|.
Ledning. Kvadrera beloppen!

(a) Se kursboken.

(b) Enligt forutsittningen ér |z| = 1, sd att zz = 1. Vihar VL2 = |22—1]? = (22—1)(2z — 1) =
(

(

2z—1)(2z—1)—42z—2z—2z+1—5—2,2—2zochHL2 z—22=(2—-2)(z—2) =
2—2)(2—2) =22—22—22+4=5—2z—2%. Alltsd ir VL2 = HL2, sd att 22— 1| = |z —2|.



