Introduktion:

Mitt mål med detta tema är att belysa vissa samband som jag själv bara blev medveten om rätt sent, när jag undervisat på universitetet, fast de handlar om relativt grundläggande matematik. 

Jag har inte hittat några böcker vars huvudämne är allt kvadratiskt, men vill passa på att starkt rekommendera två av mina favoriter böcker som ger inblick i vad matematiken är för något, och som har tar upp kvadratiska ekvationer (bland mycket annat):

Fermats Gåta, Simon Singh. 

  Roligt att läsa (tyckte jag).  Säger en del om olika kvadratiska ekvationer, och irrationella tal, eftersom Fermats sats säger att en generalisering av en ekvation av grad två (Pythagoras sats, som har oändligt många heltalslösningar) till högre grad, inte har några icke-triviala heltalslösningar.  Se speciellt om Pytagoras sats i kap 1, 2, 3, och i appendix 1: bevis på satsen, appendix 2: bevis för att √2 är irrationellt, appendix 3: det finns oändligt många pytagoriska trippler.

Boken är skriven parallet med att författaren gjorde en film om Andrew Wiles bevis av Fermats stora sats. Jag har en kopia av filmen som ni kan låna.

 What is Mathematics?  An elementary approach to ideas and methods, Richard Courant, Herbert Robbins, Ian Stewart. Oxford University Press, 1996 (äldre version: Courant och Robbins, 1946)

En  riktigt bra bok, som  författarna tyckte skulle kunna läsas av folk med naturvetenskaplig backgrund från gymnasiet. Kräver egentligen mer än det, men mycket värdefull. Den tar upp ett antal centrala begrepp som illustrerar matematikens natur, såsom talsystem, gränsvärde, minima och maxima, mm.

Jag har lagt in några länkar i Fronter som jag tror kan vara intressanta.  Ni hittar säkert många fler.

Ordet ”kvadratisk” betyder att vi hanterar polynom av grad 2, alltså handlar detta tema dels om andragradsekvationer i en variabel, som man lär sig lösa tidigt på gymnasiet, dels om funktioner av flera variabler som ger upphov till intressanta grafer, dels om geometriska egenskaper hos figurer i planet, som till exempel Pythagoras sats. 

Varför har jag valt att bygga upp ett tema kring polynom av grad 2?  

Jo, kvadratiska funktioner är ju steget efter linjära funktioner.  Linjära funktioner är inte triviala (som konstanta funktioner är). De är bra som första exempel på funktion på gymnasiet, och man kan lösa linjära ekvationer, introducera analytisk geometri och studera deras graf, dvs. linjer i planet.  Samtidigt hjälper de att studera mer komplexa funktioner: tangentlinjen till en graf i en punkt ger information om funktionens tillväxt, extrempunkter, mm.  När man på universitet vill börja hantera flera variabler börjar man också med bara linjära funktioner, dvs. med linjär algebra, där man studerar högre dimensioner men bara de enklaste funktioner.  Så kan man se lösningsmängden för ett system med flera linjära ekvationer i flera variabler som snittet mellan olika vektorrum, planer och linjer, och använda matriser. Eftersom de linjära funktionerna är så enkla, så finns inte mycket mer att studera där än just planer och linjer, alltså är dimension, antal variabler, det centrala.  När man sedan övergår till flervariabelanalys, så har man en viss vana vid att hantera flerdimensionellt rum, men även ett verktyg för approximation, eftersom man, på samma sätt som i endimensionella fallet, tar hjälp av funktionens tangentrum i varje punkt, en linjär funktion, för att studera extrempunkter och tillväxt i olika riktningar.  Och polynom av grad 2 då?  Jo, de är mindre enkla än vad linjära funktioner är, men ändå hanterbara i många fall.  Deras grafer är inte bara planer och linjer, utan man ser ”riktiga” kurvor och ytor träda fram, med minima, maxima, sadelpunkter.  Som hjälpmedel i undersökning av mer generella funktioner ger de lite mer information (med hjälp av andra derivatan, eller de partiella derivatorna av grad 2), såsom vad för extrempunkter som man upptäckte med de första derivatorna. Om man tänker på Taylors formel, så beskriver den en funktion i närheten av en punkt med hjälp av dess värde i punkten (grad 0), avståndet till punkten gånger fösta derivatan i punkten (grad 1), avståndet i kvadrat gånger andra derivatan (grad 2),…  Det vi studerar här utgör den första icke-linjära termen i Taylors formel, så visst är det viktigt!

Deadline för uppgifterna (annat än debattinläggen i uppgift 1): 17 november. 

Uppgift 1: 

· Andragradsekvationer: Vad undervisar man om det på gymnasiet?  

Vad finns i läroböckerna? Hur tar ni upp det?  Vad tror ni att eleverna förstår? 

Hur skulle ni vilja ta upp det?  Vad tycker är värt att lära sig? Varför?

Här är några aspekter jag kommer på som kan vara relevanta: P-Q--formeln för rötterna, kvadratkomplettering, approximationer, diskriminanten (b²-4ac, vars tecken avgör om det finns reella rötter, en dubbelrot, eller ett par komplexa rötter), 

Vad är en parameter, en variabel?  Tittar man på relation mellan rötterna och ekvationens parametrar?  Tittar man på familjer med ekvationer (t.ex. grafiskt).

Vilka andragradsfunktioner studerar man (parabler? hyperbler?)

Vad tittar man på i den grafiska representationen? 

Tar man även upp ellipser och kägelsnitt i allmänhet?

Diskutera detta och lämna in en sammanfattning av diskussionen (gärna i Fronter så andra kan läsa, jag skapar en diskussionsfil om just detta).  

En webreferens (på en site om matematikens historia som kan vara bra i många sammanhang, speciellt för biografier på matematiker)

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/HistTopics/Quadratic_etc_equations.html

· Jag skulle vilja se ett program som underlättar observation av parabelfamiljer, där man skulle kunna ange parametrar och se kurvan och rötterna, men även röra på kurvan, dra den eller sträcka på den och se ekvationens parametrar och rötter variera.  Det skulle även vara intressant att kunna se vissa speciella parametriserade familjer, t.ex. alla parabler av form y=ax² där man låter a variera, eller av form y=ax²+c, där man låter c variera.  

 Har ni ett sådant program? Kan ni programmera ett eller hitta ett på nätet?  Vilka egenskaper är bra att ha?

Maria har gjort ett program i den riktningen.  Lek gärna lite med det:

http://www.math.chalmers.se/~maria/AKKalkylator/index.html
· Debattuppgift: Varför är lösning av andragradsekvation något man tar upp tidigt på gymnasiet, som många lär sig som aldrig kommer att använda den.  Man har väl ingen nytta av den i vardagslivet, eller? Skall man skrota den??

Skriv ett inlägg för gruppen, senast 1:a november, och ge respons på andra gruppers inlägg senast 8 nov, i diskussionsfilen i Fronter (i mappen  ”Kvadratisk…”). Det kan vara roligt att använda lite provokation för debattens skull. 

Uppgift 2

· Det finns två definitioner för en parabel, dels en kurva med ekvation y= ax²+bx+c, dels mängden av punkter som håller samma avstånd till en given punkt och en given linje (dvs givet en fokalpunkt F och en linje L, mängden av punkter P sådana att d(P,F)=d(P,L). Vissa att dessa två definitioner är ekvivalenta.  Andra kägelsnitt har liknande definitioner.  Fördelen är att den är ”koordinatfri”, alltså oberoende av det val av koordinater man gjort, och speglar kurvans egenskaper bättre än vad en ekvation gör.

I ”Mattesaffari” på Universeum finns en beskrivning av paraboler (det ligger två antenner på Explora där man kan prata med varandra på avstånd).

http://www.universeum.se , klicka på Kom in, Explora, Mattesaffari

http://www.universeum.se/upload2/Niva4_texter/Matematik/Paraboler_niva4_030729.pdf
· Kolla klassifikation av andragradsuttryck som beskriver ytor, välj antigen funktioner i 2 variabler (paraboloider, hyperboloider…) eller ekvationer i 3 variabler (inklusive sfärer, ellipsoider mm.). Leta upp och recensera framställningar i böcker (t. ex. i en kursbok om linjär algebra (kapitel om kvadratiska former) eller i en kursbok om flervariabelanalys (första exempel på ytor i två variabler) eller på webben (google på quadric surface ger en bra början).   Tänk gärna, när du tittar på en yta, på hur tvärsnitt av olika slags ser ut.  Känner du igen andragradskurvorna?

  Hittar ni framställningar som är bra för er själva?  Som ni skulle rekommendera för elever?  För lärarstudenter?

Uppgift 3:  Pythagoras sats

I gymnasieläroböcker kan man få intryck att Pythagoras sats bara är ett recept för att beräkna längden av hypotenusan i en rättvinklig triangel med kända kateter.  Jag vill se den i ett större sammanhang.  Ekvationen A² + B² = C²  är just en ekvation, dvs. ett samband mellan tre kvantiteter.  Viss kan den användas för att beräkna en av dessa med hjälp av de andra, men man kan även vara intresserad av vilka heltalstrippler  (A, B, C) uppfyller sambandet, eller av andra egenskaper hos den yta som bestäms av ekvationen.

Dessutom är detta en sats, alltså ett samband mellan hypotes och slutsats.  Så man kan t.ex. använda den för att testa om en triangel är rättvinklig eller inte, se att för trianglar med en spetsig vinkel, så är summan av kvadraterna till sidorna vid denna vinkel mindre än kvadraten av den tredje sidan, och motsvarande för trubbiga vinklar. 

Varför är Pytagoras viktigt då?  Jo, trianglar är de mest elementära polygoner, och alla polygoner kan trianguleras, dvs delas upp i små trianglar, som i sin tur dels upp i rättvinkliga trianglar, så de kan ses som ”atomer för plangeometri”.  Dessutom är Pytagoras sats 

det enda vi har som är så enkelt. Vill man uttrycka sig om samband mellan längderna i andra trianglar, så får man ta hjälp av trigonometri... och det är ju lite mer komplicerat.  Varför tar man upp den i skolan? Dels för att lägga grunder för geometri, dels för att visa att hantera något samband som inte är linjär kanske.

Uppgift: Kan ni skissa och beskriva ytan A² + B² = C²  (Jag vet inte själv riktigt hur den ser ut, men är nyfiken!).  Kan ni se några punkter på ytan vars koordinater är heltal?

Uppgift: Konstruktion med passare och linjal. 

Det är en klassisk fråga sedan grekernas tid, att fundera på vilka tal som går att konstruera med passare och linjal.  Med detta menar vi att man har en passare, alltså kan rita cirklar och en ograderad linjal, alltså kan rita linjer.  Om man börjar med en längd som man kallar för 1, så kan man konstruera alla heltal längs med en linje. Man kan även rita en ortogonal linje vid 0 (ni vet väl hur, eller?), och rita ut 1 på den med.   Hypotenusan på den rättvinkliga triangeln som uppstår vid 0 har då längd √2, eller hur?

Kan ni komma på hur man konstruerar längder alla andra √n för heltal n?  Och alla rationella tal

Ref:  Courant and Robbins, se ovan.

http://mathworld.wolfram.com/GeometricConstruction.html

PS

Vilka bevis för Pythagoras sats kan ni i gruppen? (Thomas har en bok med kanske hundratals sådana) DS

PPS

Kan ni den geometrisk tolkningen för identiteten (a+b)² = a² + 2ab+b² ?  (Rita en kvadrat med sidor a+b och titta på delarna) och för (a+b)² , (a+b)(a-b)?  DDS

Bonusuppgift: (jag börjar tro att detta är för mycket material, men kan inte stå emot att ge er denna (för er lätta) uppgift, som jag använt i en tidigare kurs och som kanske kan inspirera till uppgifter för eleverna.  Ni måste inte göra den, bara läsa genom och säga till om ni tycker det är inspirerande)

Här kommer ett problem kring begreppet dimension.  Räkna själv först, diskutera sedan i grupp.  Lämna in era resultat för de olika figurerna, men även gruppens reflectioner om hur area och volym växer när man skalar upp längderna (frågorna 2,...) Kan ni se ett gemensamt mönster, som gäller alla möjliga figurer?.  
 
Syftet är att utveckla djupare förståelse för relation mellan längd, area och volym, dvs 1, 2, 3 dimensioner.  Ni kommer att få bra svar på frågor såsom "Varför finns 100 kvadratmillimeter i en kvadratcentimeter när 
det bara går 10 mm på en cm?"  "Hur får 1000 kubikmillimeter plats i en enda kubikcentimeter?" 

1) Var och en i basgruppen väljer en av följande figurer (olika!).  
En cirkelskiva med radie 2cm, en liksidig triangel med sida 2cm, en rektangel med sidor 1 och 6cm, ett kors (som röda korsets) med bredd 3cm, en rättvinklig triangeln med sidolängder 3cm, 4cm respektive 5cm.  

Mät eller beräkna alla längder, omkretsen, arean, och volymen av en cylinder med denna form som bas och höjd 3cm.

2)Rita samma figur, fast med alla längderna dubbellt så stora.
 Går det? (dvs blir det en liknande figur? Går hörnen ihop? Får den samma vinklar?)

Vad blir längderna, omkrets, arean nu? Och volymen på cylindern (glöm inte att fördubbla även höjden)?

3) Hur skulle det blir med samma figur om man multiplicerar alla längder med 3?  Med 10?

4) Hur skulle man kunna göra en figur där arean är dubbelt så stor som 
på den ursprungliga figuren?  Eller 10 gånger så stor?

Hur skulle man kunna göra en figur där volymen är dubbelt så stor som 
på den ursprungliga figuren?  Eller 10 gånger så stor?

5) Tänk om man skulle lägga ett snörre runt jorden, längs ekvatorn, alltså 
ett snörre ungefär 4000mil lång.  Tänk nu om man ville ha ett snörre som 
låg 1m ovanför jordens yta, längs samma bana. Hur mycket längre skulle det 
behöva vara?

Litteratur om dimension: 

SIGMA (James R Newman, 6 band) med bl.a.

    D’Arcy Thompson om form och dimension I naturen (kap XXVI, 2)

   Edwin Abbott: Flatland, en novell om en tvådimensionell värld, finns även på nätet, Googla på ”Flatland”.

