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1. (a)
(b)
2. (a)
(b)
3. (a)
(b)
4. (a)
(b)
5. (a)

Se Ovningshiifte 6.

Operationen dr automatiskt kommutativ och associativ.

Se boken sidan 86.

Man kan tex ta relationen ‘#’. Denna ar uppenbarligen inte reflexiv
men symmetrisk. Dessutom &r den inte transitiv, ty 1 # 2 och 2 #£ 1
men 1 = 1. Man kan ocksa ténka sig ett litet trivialt exempel som

R= {<1’ 2)7 (27 1)}
Se boken sidan 62.
Se boken sidan 62.
Om vi bortser fran villkoret sa finns det (154) olika arbetsgrupper. Ifran
detta tal far vi sedan subtrahera det antal grupper som innehaller
bade Herr V och Fru M. En sadan grupp véljs ut genom att de dvriga

3 medlemmarna viljs bland de aterstaende 12. Det finns alltsa (132)
sadana grupper. Svaret ir alltsa

(4)-(5) -

Samma resonemang som ovan ger

n\ (n-— 2
k k—2)
Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: n =0
Da géller att

Y Fi-1)=0=F(2-0),

och alltsa géller likheten for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det giller for ett fixt naturligt tal n.
Visa att da géller det ocksa for n + 1. Vi far

n+1

Y F(2i-1)= iF(% —1)+F2(n+1)-1)

=F2n)+F2n+1)=F2n+2)=F(2(n+1))

och alltsa géller likheten ocksa for n + 1.
Enligt induktionsaxiomet géller ddrmed likheten for alla naturliga tal.
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(b)

Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: n =0

Vihar att F'(0) = 0 och F/(1) = 1 och eftersom SGD(0,1) = 1 sa géller
pastaendet for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det giller for ett fixt naturligt tal n,
dvs. SGD(F(n), F(n+ 1)) = 1. Vi ska visa att da géller det ocksa att
SGD(F(n+1),F(n+2)) = 1.

Ett positivt heltal k£ som delar bade F'(n+1) och F(n+2) delar ocksa
F(n) = F(n+2) — F(n+ 1). Eftersom SGD(F(n), F(n +1)) =1 sa
foljer det att k = 1 och ddrmed att SGD(F(n+ 1), F(n+2)) = 1.

Enligt induktionsaxiomet géller dirmed pastaendet for alla naturliga
tal.

Tag t.ex. A= C ={0} och B={0, 1} och f(z) = g(z) =0 for alla
i respektive definitionsméngd.

Antag att g o f &r bijektiv. Tag z,y € A med f(z) = f(y). For
att visa att f dr injektiv sa ska vi visa att i sa fall &r x = y. Men
go f(x) =go f(y) och eftersom go f &r bijektiv och speciellt injektiv
sa foljer det att x = y och alltsa adr f injektiv.

Antag aterigen att g o f &r bijektiv. For att visa att g ar surjektiv sa
ska vi visa att g(B) = C. Men g o f &r bijektiv och speciellt surjektiv
sa go f(A) = C. Men f(A) C Bsavifar C = g(f(A)) C g(B) och
alltsa ar g(B) = C och dérmed ar g surjektiv.

Vi har att 2004 = 182 -11 + 2 sa

2004209 = 22094 (mod 11).

Successiva potenser av 2 modulo 11 ger 22 = 4,23 =8,2¢ =525 = -1
och 2! = 1. Det ger

92004 _ (210)200 o1 = 1200 . 5 = 5 (04 11).

Svaret ar alltsd a = 5.

Vi far foljande rester modulo 17 for 3*:

30 = 1,3'=3,32=9,3=10,3'=13,3°=5,3 =15,
37 = 11,3%=16,3"=14,39=8, 30 =7, 32 =4, 3 = 12,
34 = 2 3% =¢ 3%=1.

Sa forsta gangen vi far resten 1 igen &r da x = 16. Denna {6ljd av 16
olika rester kommer nu att aterupprepas gang efter gang eftersom

30 =37.3=3".1=3" (mod 17).

Fran detta ser vi att 3* = 10 ar sant om och endast om x = 3 + 16n
dér n ar ett godtyckligt naturligt tal.
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8. (a)

(b)

I Ze giller att [2] © [3] = [6] = [0] s& att bade [2] och [3] (liksom [4])
ar nolldelare i Zg.

Att [a] ® [b] = [ab] = [0] &r ekvivalent med att n | ab Antag forst att
n inte ar ett primtal. Da giller att n = kl dar 1 < k,I < n. Vi ser
dérmed att [k] och [I] &r nolldelare, eftersom [k] # [0], [[] # [0] men
[k] © [I] = [kl] = [n] = [0]. Om ddremot n &r ett primtal sa har vi att
n | ab medfor att antingen n | a eller n | b. Detta betyder att [ab] = [0]
medfor [a] = 0 eller [b] = [0] vilket betyder att Z, saknar nolldelare.
Svaret ar alltsa alla som inte &r primtal.

Antag att ab = 0 i en kropp. Om b # 0 sa finns det b~! sadant att
bb—! = 1. Multiplicera likheten ab = 0 med b~! i bada leden vilket ger

0=0-b'=(ab)b ' =abb™)=a-1=ua.

Detta betyder att ab = 0 implicerar b = 0 eller a = 0, d vs att kroppen
saknar nolldelare.



