Fingerade tentor

Fingerade tenta nr 1

Teoriuppgifter

1. Lat L vara en linjar operator pa ett vektorrum V. Vad menas med kdrnan av L?
Visa att kidrnan och virdeméangden till L dr underrum i V. Visa ocksa att L ar
injektiv om och endast om karnan for L bara bestar av nollvektorn! (4p)

2. (a) Vad menas med en symmetrisk matris?

(b) Skriv upp alla symmetriska 2 x 2—matriser!

(c) Vad menas med en Hermitesk matris?

)

)

)

(d

(e) Vad menas med en unitér matris?

Skriv upp en Hermitesk 2 X 2—matris som inte ar symmetrisk!

(f) Skriv upp en unitdr 2 X 2—matris som ocksa dr Hermitesk!

(3p)
Problemuppgifter
3. Motivera varfor vektorerna
(1,1,1,0), (1,2,0,1)", (0,1,1,0)%,(0,1,0,1)"
ar en bas i R*. Bestdm sedan koordinaterna for (1,0,0,1)” i denna bas.
(3p)

4. Lat V vara det linjira rummet av alla foljder x = (x,,)§° och lat H vara underrummet
av alla 16sningar till differensekvationen

Tpto — 42, =0,n=0,1,2,...

Bestidm en bas i H, Bestdm ocksa matrisen i denna bas for avbildningen L : H — H,
som avbildar féljden (x,) pa féljden (x,.2).
(3p)

5. Betrakta foljande tidskontinuerliga dynamiska system dar a och b ar reella parame-
trar:
{x’(t) = —z(t) + ay(t), z(0) = 1,
y'(t) = az(t) — 4y@), y(0) = b,

Man vet att z(t) — —2, y(t) - 1 da t — oo. Vilka virden maste a och b ha?
Bestam losningen for dessa parametervarden! (3p)



6. P4 rummet R* (med standardskalarprodukten) definieras den linjéra avbildningen
L(x) = (z1 + 2 — 3,71 + 33 — 24)"

Lat P vara den ortogonala projektionen av R* pa kdrnan (nollrummet) till L. Finn
en ortogonal diagonalisering av P. (3p)

7. Betrakta rummet Rs[t] av alla reella tredjegradspolynom i ¢. Definiera operatorn
L : R3[t] — Rst] genom att sétta L(p) = g dar

q(t) = p"(t) + /().
Bestam egenvardena och motsvarande egenrum till L (3p)

8. Lat A och M vara reella och symmetriska n x n—matriser och antag att alla
egenvardena till A ar icke-negativa. Visa att om p ar det storsta egenvardet till
M och o ar det storsta egenvérdet till M + A, sa ar o > p. (3p)

Svar
3. (2,—1,-2,2)T
4. Bas: (2"), (—2)™. Matris: 41
5. a=-2,b="7,x(t) = (-2,1)T + 3e7°(1,2)"
6. Ortogonal bas av egenvektorer till P: (0,1,1,1)T, (1,-1,0,1)%, (1,1,-1,0)T, (1,0,1, —1)L.
7. Egenvirden: 0,2,6. Egenrum: Span{1}, Span{1+2t+2t*}, Span{1+6t+18t2+24t%}

8. Det storsta egenviardet till en reell symmetrisk matris S dr samtidigt maximum pa
sfiren |z| = 1 av den kvadratiska form som defineras av S .



Fingerade tenta nr 2

Teoriuppgifter

1. Visa att en kvadratisk matris A ar diagonaliserbar om och endast om A ar kon-
jugerad till en diagonalmatris D! Beskriv ocksa hur man skall finna P sa att
A=PDP™!! (3p)

2. Lat L vara en linjar operator pa ett reellt vektorrum med skaldrprodukt och med
den ortonormala basen B. Antag att matrisen for L i denna bas dr symmetrisk!
Antag ocksa att v och w ar egenvektorer till L och att motsvarande egenvarden &r
olika. Visa att v och w dr ortogonala! (3p)

Problemuppgifter

3. Lat H vara underrummet i R* som bestar av alla losningar till systemet

$1—$2+4JJ3+6.’C4:0,
o + x3 — dxy = 0.

Vilken punkt i H ligger nirmast punkten (1,1,1,1)7?
(Standardskalarprodukten i R*.)

(3p)

4. Bestam det reella talet p sa att matrisen

1 3
—i p
har egenvektorn (1, —i)”. Finn dérefter en ortonormal diagonalisering av matrisen!

(3p)

5. Betrakta den kvadratiska formen
fx1, 29, 23) = 25 — 23 — 42129 — 42123

Visa att det storsta virde som f antar pa enhetssfaren x? + z3 + 22 = 1 ar lika
med 3 och att det minsta virdet pa enhetssfaren ar —3. I vilka punkter antas dessa
vérden? (3p)

6. Pa det linjira rummet Ry[t] av alla reella andragradspolynom p betraktar man
skalarprodukten

(plg) = 3p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)

Lat J vara underrummet av alla jimna andragradspolynom. Bestam den ortogonala
projektionen av p(t) =t pa J! (3p)



7. Lat p vara en reell parameter och sétt

0 p —-p
A= p 0.5 0.5
—p 05 0.5

Studera det dynamiska systemet x(n) = Ax(n—1). For vilka p existerar gransvérdet
av x(n) da n — oo for varje startvektor x(0) ? Bestdm for alla sadana p—virden
gransvardet ifall x(0) = (0,1, 2)7. (4p)

8. Lat A vara en komplex m X a—matris och B en komplex m X b—matris med samma
kolonnrum som A. Visa att ATB och B har samma nollrum. (Hir beteckanr A
transponat-konjugatet av A.) (3p)

Svar
3. 2(-6,4,1,1)"
4. Matrisen #r lika med PDPt om

() (2

5. Storsta vardet antas i +£(1/3)(—2,2,1)”. Minsta vérdet antas i +(1/3)(2,1,2)".
6. Projektionen dr 0.5¢% + 0.1
7. -1 <pVv2<1,x(n)—1.500,1,1)F

8. Visa att varje vektor i kolonnrummet for A ar ortogonal mot Bx om x ligger i
nollrummet for ATB.



Fingerade tenta nr 3

Teoriuppgifter

1. Definiera forst vad som menas med en Hermitesk matris! Visa sedan att en godty-
cklig Hermitesk matris har reella egenvirden och ar diagonaliserbar! (4p)

2. Antag att A och B ar tva kvadratiska matriser som kommuterar. Visa att B av-
bildar varje egenrum till A in i sig sjilvt. (OBS: Det &r inte sagt att A eller B &r
diagonaliserbaral) (3p)

Problemuppgifter
3. Betrakta Markovkedjan x(0),x(1),x(2),..., dir x(n 4+ 1) = Ax(n) och

1 14 2 2 \
A= 30 6 18
10 10 22
Finn jamviktsfordelningen! (3p)
4. Matrisen
2 4 -2 \
4 2 2
—2 -2 ;11
har egenviardet —2. Bestdm en ortogonal bas av egenvektorer. (3p)

. Los det kontinuerliga dynamiska systemet

{fv’l(t) = m() - (),

zh(t) = —dzi(t) + z(2).

Vad blir 16sningen om x(0) = (1, 2)T och vad hinder nir ¢ — co. Vad blir 16sningen
om i stillet x(0) = (1,0)%. I vilken riktning i planet ror sig losningen x(t) asymp-
totiskt da t — oo. (3p)

. Sattu; = (0.5,0.5,0.5,0.5)" och uy = (0.5, —0.5,0.5,—0.5)7. Observera att {u;, us}
ar en ortonormal méangd i R* med standardskalarprodukten.

Finn en ortonormal bas B = {u;,upus,us} i R*, sddan att b; = u; och by = u,.
Beskriv darefter sambandet mellan koordinaterna i basen B och koordinaterna i
standardbasen for en godtycklig vektor i R*. (3p)

. Avbildningen L : C> — C? (med standardskalarprodukten) ges av sambandet
L(x) = (z1 + bxo, cxqy + 419)

Man vet att L ir Hermitesk och har egenvirdet 0. Finn en ortonormal bas i C? i
vilken matrisen for L dr en diagonalmatris. (3p)



8. Lat a # 0 vara en kolonnvektor i R”. Visa att det finns ett tal c sa att
U=1I—caa’”

ar standardmatrisen for en spegling i ett underrum i R". Beskriv detta underrum!
(3p)

Svar

1. Jamviktsfordelning v = (1/18)(2,6,10)T

2. Ortogonal bas av egenvektorer : (1,—1,0)7, (1,1,4)T, (2,2,-1)7, (exempelvis)
3. Om x(0) = (1,2)T si gar x(t) mot 0, dar ¢t — co.

Om x(0) = (1,0)” sa kommer x(t) — v att ga mot 0. Har dr v = (—0.5, —1)7.
4. Exempelvis uz = (1/v/2)(=1,0,1,0)", uy = (1/v/2)(0,~1,0,-1)". Om x #r koor-

dinatvektorn i standardbasen och y ar koordinatvektorn i B—basen sa ar x = Py,
diar P = (uy, ug, us, uy).

5. c=2¢e" b=2e"" Bas: b, = (1/V5)(=2¢¥,1)T, by = (1//5)(e?,2)"

o

c = 2/|a®2. Avbildningen x — Ux &r spegling i det ortogonala komplementet till
Span{a}



