Linjar Algebra, del 2, VT 98

Veckoprogram, vecka 17-19
H.D. 13 april 1998

Bevis ur Lay som kan komma péa tentan pa del 2:
Lay 4: Sats 5, 7, 9, 10, 11, 12

Lay 6: Sats 4, 5, 6, 8, 9, 13

Lay 7: Sats 1, 4

F6reléisningar (1000—1145) Forskjutet ett tillfalle jamfort med den ursprungliga planeringen
mé 20/4 : 1L6:1-3

méa 27/4 : L6:4-6

ti28/4 : L7:1-2

mé 4/5 : L7:3-4

ti 5/5 : Hermiteska matriser Overkursavsnittet L6:7-8 utgér troligtvis helt ur foreldsningarna

Lektioner (08.00-09.45)
Nyckeluppgifter:

mé 20/4,

L5.5: 3,5,7

L5.6: 1,3,9,11

L5.7: 1,3,9,11

ma 27/4, ti 28/4

L6.1: 11,17,24,29,30

L6.2: 5,9,13,15,21,27,29
L6.3: 5,7,9,11,13,17,19,23
L6.4: 9,11

L6.5: 5,7,11,19,20,21,23,25

mé 4/5, ti 5/5

L7.1: 11,13,17,21,23,31,35
L7.2: 9,12,13,23,25

L7.3: 5,79

L7.4: 3,79

L5 suppl: 1,3,7,11,13
Blandade 6vningar 45-60

Blandade 6vningar

45. Diagonalisera matrisen

1 2 0 0
A= 3 1 -1 -1
-2 6 4

Bestdm sedan gransvirdet av A™ da m — oo.
(Ledning: Matrisen har egenvirdena 1 och 0.5.)
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47.

48.

49.

90.

ol.

92.

93.

Visa att matrisen

-1 -2 -1
8 8 4
-4 -3 0

inte dr diagonaliserbar.
Bestdm egenvirden och motsvarande egenrum till matrisen
2]
a 2
fora=1,a=-1,a=—-2ocha=-3.

Konstruera en matris vars egenvarden ar
(1+4)
V2

med egenvektorer (1 +14,1).

Betrakta systemet x;.1 = Axy, dir A definieras nedan. Forklara varfér x; — 0
da k — oo oberoende av startviardet xg.

1/V2 —1/vV2 1/V/2
A= 1/(2v2) 0 1/2
0 0 1/2

Betrakta systemet x;.1 = AxXy, dir A definieras nedan. Forklara varfor x;
alltid (alltsa for varje startvirde xo) har ett grinsvirde da k — oo . Bestdm
griansvirdet da xo = [0 0 2]*.

1.5 =05 -=0.5
A=125 —-05 -25
0 0 1

Lat Py vara det linjdra rummet av alla polynom av grad hogst 2.

(a) Betrakta den linjira avbildningen 7' : Py, — Py definierad genom att
g = T(p) dir q(t) = t*p"(t) + tp'(t). Bestim egenvirdena till T och
beskriv motsvarande egenrum!

(b) Samma uppgift om ¢ = T'(p) definieras av ¢(t) = p"(t) — 2tp'(t).

La C(][0,7]) vara det linjira rummet av alla kontinuerliga funktioner pé in-
tervallet [0, 7] och 1at H vara det underrum som spénns upp av funktionerna
sin (wt) och cos (wt). Betrakta avbildningen 7' : H — H, som avbildar sin (wt)
pa 3 cos (wt) och cos (wt) pa sin (wt) + 2 cos (wt). Bestdm egenvirden och egen-
vektorer for 7.

Lat H vara det linjdra rummet av alla losningar till differensekvationen
Ye+2 T Yk+1 T Yk :07k20a1a27"'

Finn en bas for H. Bestim sedan matrisen fér den linjara avbildningen 7T :
H — H definierad av att T avbildar foljden (yx) pa foljden (yx+1). Ange ocksa
egenvarden och egenvektorer till 7.



o4.

95.

96.

o7.

98.

99.

60.

Betrakta det linjira rummet av alla polynom i en variabel ¢. Bestim en bas
for det underrum som spénns upp av polynomen

t+2, 2+ 3 1+ 2 1+ 8314+t + 263

Lat vy, vy, v3 vara linjart oberoende vektorer i ett linjart rum. For vilka tal a
och b ar vektorerna

avy + v3, buy + v3, buy — avy + v3
linjart oberoende?

(a) Finn en bas for det ortogonala komplementet till det underrum av R®,
som spanns upp av raderna i matrisen

A=

_ o =
O = O
N O =
O = O
_ O =

(b) Bestam en bas for det ortogonala komplementet till nollrummet for A.
(a) Bestdm det kortaste avstandet fran punkten (1,1,1,1) till méngden
$1+$2+$3+$4:0
(b) Samma uppgift for punkten (1,2, 3,4)
Lat T : R* — R* definieras genom att 7'(z) 4r den ortogonala projektionen av

z pa underrummet x| + 9 + 3 + x4 = 0. Finn matrisen fér 7". Bestidm ocksa
(utan att rikna) egenvirden och en ortogonal bas av egenvektorer.

Lat W vara ett underrum av R". Den linjdra avbildningen S : R* — R"
definieras genom att S(x) = 2% — z, dir Z ar den ortogonala projektionen av
rpaW.

(a) Beskriv S geometriskt om W &r ett plan genom origo.

(b) Finn (for ett allméant W) egenvirden och motsvarande egenrum till S.

c¢) Finn standardmatrisen for S om W #r 16sningsméingden i R* till systemet
g g

$1—$2+$3—$4 =0
$1+$2—$3—$4 =0
(d) Diagonalisera S i uppgiften (c) ovan.

Sétt v = (—2,0,1,0) och v = (1,0,0,1) och 1at W vara det linjara holjet av
{u,v}. Vi s6ker den ortogonala projektionen & av z = (1,2,3,4) pa W.
Finn alla fel i féljande kalkyl:

Korrigera felen!



Svar till blandade 6vningar

45. A= PDP~! dir (exempelvis)

1 0 0 3 1 0
D=1]0 1 0 ,P=11 0 1
0 0 05 0 1 -—

Gransviardet av A™ &r

46. Egenvirdena dr 2 och 3. Unders6k egenrummen!

47. a = +1: Egenvirden: 14 /2. Egenrum: {c(1,1+v2) : c € R}, {¢(1,1 —v2) : c € R}
a = —1: Egenvirden: 1. Egenrum: {¢(1,1) : ¢ € R} (Matrisen ej diagonaliserbar.)
a = —2: Egenvérden: 1+ 4. Egenrum: {c¢(1,1+1) :c € R},{c(1,1—1) : c € R}
a = —3: Egenvirden: 14 iv/2. Egenrum: {¢(1,1+iv2) : ¢ € R}, {c(1,1 —iv2) : c € R}

48. Ett sétt &r att ta lampliga P och D och sen berikna A = PDP~!. Forslag

V2 V2

A= vz 0

49. Matrisens egenvirden #r (14 4)/(2v/2) och 0.5. Eftersom absolutbeloppen #r < 1 maste xj — 0.

50. Egenvirdena ar 0.5 £ 0.5¢ (vars belopp 4r < 1) samt 1. Egenvektorn som hor till egenvérdet 1 ar (1,0,1).
Om zo = (0, 0,2) blir gransvirdet (2,0,2).

51. Tips: Studera matrisen for 7' i standardbasen for att hitta egenvirden och egenvektorer.

(@) A1 =0,{p:p(t) =c,c€R}
A2 =1,{p:p(t) = ct,c € R}
A3 =4,{p:p(t) = ct?,c € R}

(b) A1 :0,{p:p(t) :C,CER}
A2 =—-2,{p:p(t) =ct,c € R}
A3 = —4,{p : p(t) = (1 - 2t2)7c € R}

52. Egenvirden —1 ch 3.
Egenrum {c(3sin (wt) + cos (wt)) : ¢ € R}, resp {c(sin (wt) + cos (wt)) : ¢ € R}

53. Egenviirden %"/3 Egenvektorer ((%"/g)k)
54. Exempelvis de tre forsta polynomen
55. a2 — b2 +ab=0
56. (a) (0,-1,0,1,0),(-1,0,0,0,1), (b) (1,0,0,0,1),(0,1,0,1,0),(0,0,1,0,0)
57. (a) 2, (b) 5
58. Egenvirden 0,1, 1, 1. Egenvektorer (1,1,1,1),(1,-1,0,0),(0,0,1,-1),(1,1,—-1,—1)
Matris
3 -1 -1 -1
1 -1 3 -1 -1
-1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3

59. (a) S &r spegling i planet
(b) Egenvirden —1, med egenrum W+, och +1, med egenrum W

(c)
00 0 1 1 0 1 0 -1 0 0 0
o o 10 _ 1, | 0 1 0 1 | o -1 0 o0
A=l 1 o o |@A=PDPTLP=1 4 1 o 1 [’P=1 o o 1 0
1.0 0 0 -1 0 10 0 0 0 1

60. Berdkna u -v. (De &r inte ortogonala). Rétt svar & = (1/2,0,2,9/2).



