Ekvationssystem med komplexa tal

Néar vi i borjan av kursen inférde matriser var deras element alltid reella tal. Senare, i
samband med egenvirden, blev det nédviandigt att arbeta med matriser med komplexa tal
som element. I efterhand kan man alltsa siga att det hade varit béttre att fran bérjan arbeta
med matriser med komplexa tal. Skilet att vi inte gjorde si &ar att det ar rdkneméssigt
krangligare att rdkna med komplexa tal och dessutom onodigt for manga tillampningar.

Vart forsta skil att inféra matriser var 6nskan att 16sa linjira ekvationssystem. Bade de
obekanta och koefficienterna i ett sddant system kan fa vara komplexa tal. Radreducerings-
algoritmen fungerar precis likadant. Lat oss titta pa ett exempel.

Exempel 1. Los det linjiara ekvationssystemet

21 +223:—1
’i21+22+ 23:3+Z

Vi sitt da upp totalmatrisen for systemet och utfér radreduceringar sa som vi vant oss vid.
Hér blir berdkningarna uthéirdliga

1 0 ¢ -1 104 -1
i 1 1 3414 01 2 342
Losningarna &r saledes

21 = -1 - 7;23
Z9 = 3+ 21— 223
z3 fri komplex variabel

Rummet C"

I analogi med rummet R™ infor vi nu rummet C™ av alla n-tiplar av komplexa tal z1, ... , z,.
Vi skriver dem som kolonnvektorer, alltsa

21

Zn

Addition definieras koordinatvis precis som i R™. Multiplikation definieras ocksa analogt,
men med skaldr avses komplexa tal. Losningsméngden i foregaende exempel kan till exempel
skrivas

Z1 -1 —1
Zo | = 3+21 | 23| —2
z3 0 1



Vidare infér man matrismultiplikation. Om
A=la;...a,)

ar en m X n-matris med komplexa element, d.v.s. med kolonner a;,... ,a, i C™. Sa defi-
nierar vi Az som den viktade summan

Az = z1a; + ... + z,a,.

Dérefter definierar vi matrismultiplikation precis som tidigare. Om B = [by...b,] &r en
n X p-matris satter vi alltsa

AB = [Ab, ... Ab,).

Vi kan déarefter definiera invers matris precis som tidigare. Den kvadratiska matrisen A
ar saledes inverterbar med inversen C' om AC = I och C'A = I. Satser om inversen blir
oférandrade liksom standardalgoritmen for att bestimma inversen.

Exempel 2. Lat oss berdkna inversen av matrisen

¢t 0 0
A=101 —i
01 =

Vi viljer att se A som en block-matris och borjar med att berdkna inversen av blocket i
nedre hogra hornet. Eftersom

1 — ) )
‘ S e (—i) =2
ar
1 —3 _l_l 11
1 7 92l -1 1
Darfor ar
1 2 00
At % 0 i 1
1o -1 1

Linjara rum over de komplexa talen

En mangd V kallas ett linjirt rum om det finns en addition och en multiplikation med
skaldrer, sa att en lista av egenskaper giller. Ordet skaldr har hittills statt for reellt tal,
men precis samma definition kan anvindas om skaldrerna dr komplexa tal. Man talar da
om linjira rum 6ver de komplexa talen. Det viktigaste exemplet pa ett sddant rum ar C".

Definitioner av linjiart oberoende, bas, dimension, kolonnrum, nollrum m.m. blir desamma,
som tidigare, bara med den skillnaden att alla skaldrer dr komplexa tal.
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Exempel 3. Vi soker baser for nollrummet och kolonnrummet till matrisen

1 0 2 1 0 2

1 11 01 2
Kalkylen visar att en bas fér nollrummet &r (utskrivet som radvektor) v = (—i,—2,1). En
bas for kolonnrummet &r {(1, ), (0, 1)}. (Radrummet har som synes basen {(1, 0, ), (0,1,2)}).

Skalarprodukt (inre produkt) i C”

Det finns en avgorande teoretisk skillnad mellan R™ och C", nidmligen definitionen av
skaldrprodukt. I R" definieras ju skaldrprodukten mellan x = (x1,... ,2,) ochy = (y1,... ,Yn)
genom X -y = Z1Y1 + ... TnYn- Om man sitter y = x far man x - x = :E%—i—...—i-mi, som
alltid ar icke-negativt. Om man emellertid har later x,...,z,, vara komplexa tal blir
7?2 +...+ 22 inte alltid icke-negativt. Tag t.ex. n = 2 och betrakta fallet z; = i, z, = 0. D&
ar 2 + 12 = 42 = —1. Att skaldrprodukten av en vektor med sig sjilv ir icke-negativ ir

avgorande for teorin. Darfor maste skaldrprodukten definieras pa ett annat sitt dn i R”™.

Definition 1. Lat z = (zy,... ,2,) och w = (wy, ... ,w,) vara godtyckliga vektorer i C™.
Skalarprodukten z - w mellan z och w definieras da med hjilp av formeln

Z-W=ZjW1 + ...+ Z,Wyp
Exempel 4. Sitt z = (1,0,7),w = (4,1,1). Da &r
z-w=1-i+0-1+(=i)-1=0
z:z=1-14+0-+(—i)-i=2
w-w=(—i)-i+1-1+1-1=3

Sats 1 (Egenskaper hos skalirprodukten). Om u,v,w € C" och z € C sa giller

u-v=v-u (1)
(u+v)-w=u-w+v-w (2)
u-(v+w)=u-v+u-w (3)
(zu) -v =z(u-v) (4)
u-(z2v) = z(u-v) (5)
u-u>0 (6)
u-u=0 om och endast om u=0. (7)

Observera sérskilt (1) och (4) som avviker fran ridknereglerna for skaldrprodukt pa R™.
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Bevis Vi bevisar (1), (4), (6), (7).
Antag att u = (u1,...,uy), v=(v1,...,0,). Da &r

V-u=01U + ... UplUp.

Enligt rikneregler for konjugering av komplexa tal r a +b = @+ b, ab = @b och (a) = a.
Darfor ar

Vou=0U + ...+ 00U, =01l + ...+ v, =u-V.

Detta visar (1). Vi ser ocksa att

U-U =Ty + ... Uy = |ur? .+ ug?
vilket ger bade (6) och (7). Egenskapen (5) ar ocksa enkel ty

(zu) - v = (Zur)vy + ... + (Fun)vy = ZUv1 + . . . + 2y 0.

Darfor ar

(zu) - v = Z(Wv1 + . .. + Upvy,) = Z(u - v).
Definition 2. Lingden ||u|| av en vektor u € C" definieras genom

lull = Vo u= V0w + .+ Jugf?

Tva vektorer u,v € C" ar ortogonala om

u-v=020.

Mycket av resultaten for skaldrprodukter i R™ kan nu upprepas i C". Vi har exempelvis

Pythagoras sats:  om u och v dr ortogonala sa ar
[u+ v[* =[lul* +[Iv]?

Cauchys olikhet:  |u-v| < ||ul||v]]

Triangelolikheten: ||u+ v|| < ||u|| + ||v||

Men maste iaktta en viss forsiktighet nidr man 6verfor resultat fran R"™ till C", eftersom
skalarprodukten i C" inte dar kommutativ. Den ortogonala projektionen p av v lings u
maste exempelvis definieras genom
v-u
p =
[l

u.

Denna vektor har ndmligen egenskapen att v — p ar ortogonal mot u, ty
v-u v-u
(v-p)ru=v-u—(—-u)-u=v-u— ——u-u=v-u—v-u=0.
[[u][? [[u][?
Den ortogonala projektionen kan déremot inte definieras som vektor q = ﬁu, ty da ar
v — q inte alltid ortogonal mot u. (Lésaren kan latt kontrollera detta!)
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Hermiteska matriser

Om A = [a,,] &r en godtycklig m x n-matris, (med reella eller komplexa element) definierar
vi den transponerade matrisen AT genom att séitta AT = [ay,]. Detta #r saledes en n x m-
matris. En kvadratisk matris A siigs vara symmetrisk om AT = A d.v.s. om a,; = ag,
for alla r, k. For reella matriser (matriser med reella element) géller att varje symmetrisk
matris har reella egenvirden och dr diagonaliserbar. Detta ar ett specialfall av ett mera
allmént resultat om s.k. Hermiteska matriser (efter den franske matematikern Hermite).

Definition 3. Lat A = [a,] vara en m x n-matris med komplexa element. Vi definierar
da konjugat-transponaten A* av A genom

A" = [ag]-
En kvadratisk matris A ségs vara Hermitesk om A* = A.
Exempel 5. Sitt

i 14i 1
A_{Qi 1+ 2 2}

Da ar
[ —iq —2i ]
A* =1 1—4 1-2i |.
L1 2 |

Exempel 6. Matrisen

R
A_[l—i 2]

ar Hermitesk, ty A* = A.

Sats 2 (Rikneregler for konjugat-transponering). Lat A och B vara godtyckliga ma-
triser sadana att AB dr definierat. Da géller

(AB)* = B*A".
Om A ar inverterbar géller

(A—l)* — (A*)_l.

OBS 1. Om A ér en reell matris ir uppenbarligen A* = AT. Varje reell symmetrisk
matris dr darfor Hermitesk.



OBS 2. Diagonalelementen i en Hermitesk matris maste vara reella ty om A = [a,x] s
har A diagonalelementen a,,. Villkoret A* = A ger da a,, = a,, d.v.s. att a,, ir reella tal.

OBS 3. Om u och v ar kolonnvektorer si ar

u-v=u'v

Unitara matriser

Definition 4. En kvadratisk matris U ar unitdr om

UuUu=1.
Exempel 7. Sitt
1 1 1
U__2[z' 1}'
Da ar U unitér, ty
L L[ 1 =
U=l - 1}

och

UU =

N

En reell kvadratisk matris U dr unitir da och endast dd UTU =TI (ty da ar U* = UT). Det
innebdr att en reell matris dr unitir da och endast da den dr ortogonal och kolonnerna har
lingden 1. Detta géller dven for komplexa matriser, ty om U har kolonnerna uy, ... ,u, sa
ar elementen i U*U lika med uuy. Alltsa dr U*U = I precis nér

DN | —

0

wu,=u,-u, =0 omr#k
*
uu =u,-u =1

Saledes dr U unitar da och endast da kolonnerna ar ortogonala och har lingden 1. De ar
med andra ord ortonormala.

OBS 4. En unitdr matris U &r inverterbar. Det framgar av den definierande formeln
U*U = I. Tydligen ar

U'l=u



Diagonalisering av Hermiteska matriser

Reella symmetriska matriser har reella egenvirden och kan diagonaliseras med hjilp av en
ortogonal matris. Detta ar i sjdlva verket ett specialfall av féljande mer allménna sats for
Hermiteska matriser.

Sats 3 (Spektralsatsen for Hermiteska matriser). Lat A vara en Hermitesk n x n-
matris. Da géller
(a) A har n reella egenvirden (inrdknat multiplicitet)

b) dimensionen av egenrummet horande till ett viss egenvirde ar detta egenvirdes mul-
g g g
tiplicitet

(¢) egenrum som hor till olika egenvirden ar ortogonala
(d) det finns en unitdr matris U och en diagonalmatris D, sadan att

A=UDU*

(e) om A &r reell och symmetrisk sa kan U ovan véljas reell, ortogonal.

Ett bevis (fér den intresserade) ges efter f6ljande exempel.

Exempel 8. Diagonalisera den Hermiteska matrisen

1 1+
A= [ 1—¢ 2 ] '
Vi bérjar i vanlig ordning med att soka egenvirdena till A.

1—X 142

det(A—)\I):‘ 1—i 9.

= (-NE-N - (=) =2 =5

Egenvirdena ar alltsa Ay = 0, Ay = 3.

Vi soker nu motsvarande egenvektorer.

I T A I I O [ =1 +9)
A=MI=11"5 9 |~]o o ]’Vl_[ 1 ]
-2 1+4di] [1-4 -1 [ 1
A_)‘QI__I—i -1 |7 o 0}"’2_[1—@'}




Nu ar (automatiskt) v; och v, ortogonala, men de har inte lingden 1. Dérfér normaliserar
vi v; och vy och sdtter

u; = —

b L0
v val

1 1 [ 1 ]
U = ——Vy = —— A
vl T VB

Som unitir matris U i spektralsatsen viljer vi

U= u, uQ]:%[—(l—H’) 1']

och har da att A = UDU* dar

Bevis av spektralsatsen

Vi borjar med att bevisa (a). Den karakteristiska ekvationen for matrisen A &r en n:tegradsekvation
och har darfor n rotter enligt algebrans fundamentalsats. Dessa rotter dr just egenvirdena

till A. Vi skall visa att egenvirdena ar reella om A &r Hermitesk.

Antag da att A\ ar ett egenvirde och v en motsvarande egenvektor. Da ar

AMvIE=Av-v)=v-(Av) =v*Av
Om nu A dr Hermitesk har vi att v*Av = v*A*v = (Av)*v enligt sats 2. Darfor &r
A[V]|? = vAV = (Av)*v = (Av) - v = A(v - v) = A||v]]?
Det foljer att A = X, dvs A &r reellt.

Beviset av (b)-(e) genomfores med induktion éver n. Lat M vara méngden av alla naturliga
tal m, sddana att satsen dr sann for alla n < m. Eftersom satsen sjalvklart dr sann for
n = 1, sd har vi att 1 € M. Antag alltsa att m € M. Vi vill visa att m+ 1 € M. Om vi
visar detta for varje m sa foljer att M = N, dvs att satsen géller for alla n.

Att m € M innebar att satsen ar sann for alla n < m. Det racker darfor att visa att
satsen i sa fall maste gélla for n = m + 1. Lat alltsd A vara en (m + 1) x (m + 1)—matris.
Lat A\ vara ett egenvirde till A och lat F vara motsvarande egenrum. Dess dimension &r
d. Vi kan da konstruera en ortonormal bas {p1,... ,ps} 1 F (genom att anvinda Gram-
Schmidts metod). Lat F vara det ortogonala komplementet av E och 14t {q, ... ,qx} vara
en ortonormal basi F.Isafallard+k=n=m+1sa att £k < m.



Vi pastar nu att matrisavbildningen 7" : z — Az avbildar E' pa FE och F pa F. Det forsta
ar klart ty Ap; = Ap;. For att visa att T" avbildar F' pa sig sjdlv paminner vi om att

F={z:pjz=0,5=1,...,d}
Om z € F sa foljer att Az € F, ty
pjAz = p; A"z = (Ap;)'z = (Ap;)"z = \pjz = 0

Sétt nu U = [p1 -.-Pg 41 - - - dg)- Detta ar en unitdr matris och
AU = [Ap1...A\pa Aqs - - - Aqy]

Detta innebar att

. M O . .
UAUz[ 0 B} dir B = [q; Aqy]

Da ar B en Hermitesk £ X k—matris ty

B* = [qjAq)] = [(Aq))*q;] = [q] Aq;] = B

Enligt induktionsantagandet giller nu satsen for B. Alltsa finns en unitir £ x k—matris
W, sa att W*BW = D, en diagonalmatris. Séatter vi

-[48]

sd ar V en unitar matris och

UV AUV) = VU AUV = [ AL O } _ [ AL O }

O W*BW O D

Eftersom UV &r unitér (enligt sats 2) har vi funnit en unitir diagonalisering av A.
(Vi lamnar en del detaljer till ldsaren.)

MATLAB-kommandon

Konjugat-transponering betecknas i MATLAB med °, alltsa >> A’

For reella matriser att detta detsamma som transponering (d.v.s. omkastning av rader och
kolonner).

Vill man kasta om rader och kolonner i en komplex matris utan att konjugera samtidigt,
skriver man >> A.’

Kommandon fér inverser, determinanter, matrismultiplikation, egenvirdesberikning ar de-
samma for komplexa matriser som for reella.



1.

10.

Ovningar

Finn alla (komplex) losningar till ekvationssystemet

21+ (1—1)zg +izg =3+1
(1+’L)Zl+ 222 =2—1

. Finn baser fér kolonnrum, radrum och nollrum till matrisen

1 1—12 1
141 2 0
Finn inversen till matrisen

21—
142 3

Berékna skaldrprodukterna u - v och v - u samt lingderna ||u|| och ||v|| om u =
(1,4,1+1), v=(1—1,2,2+1).

Bestdm den ortogonala projektionen av v lings u om u och v ar de vektorer som
definieras i foregaende uppgift.

. Avgor vilka av foljande matriser som dr symmetriska resp. Hermiteska

W[ 2] e[ e[ ] @l ]

. Avgor vilka v foljande matriser som dr unitira

1 -1 1 1+ 1 1—1
1 1 1
(a)ﬁ[1 1] (b)ﬁ[1+z‘ —1} (C)ﬁ[l—l-i —1}
Finn alla 2 X 2-matriser, som ar bade unitira och Hermiteska!

Diagonalisera matrisen

Diagonalisera matrisen

2 0 1—:2
A= 0 1 0
1472 3



11. Diagonalisera matrisen
[ 0 1+i 0 ]
A=11—-4 0 141
[ 0 1—-7 0 J
12. Lat A vara en godtycklig m x n-matris. Motivera varfor matriser A*A kan diagona-
liseras med en unitir matris.

13. Visa att en unitdr matris U definierar en isometri pa C" d.v.s. att avbildningen
T(z) = Uz, har egenskapen att
1T(2) = T(w)|| = [lz — wl|
for alla z, w € C™.

Svar

21 1-3: -1+
lLz=|2 |=3% 0 +c 1 ,ceC
23 5—5¢ 0

2. Bas for nollrummet (—1 + z, 1, 0).
Bas for radrummet {(1,1 —¢,0), (0,0,1)}
Bas for kolonnrummet {(1, 1 + i), (3,0)}

-1
3. Inversen &r 1 [ B +Z ]

4. v-u=4(1+1),u- v—4(1—7, [[ul =2, |Iv]| = V11

(1-14,1414,2)
6. (b), (c) & symmetriska (d.v.s. AT = A)
(d) ar Hermitesk
7. (a), (c) ar unitira, inte (b)
(c) dr dessutom Hermitesk.
. +1 0 a . 2 2
8. Fyramatriser av formen 0 11 | samt alla av formen : dir-1<a<1,|c|*=1-a”
2 1—14 1 0
— 1 —
9'U_\/§[—1—z' 2 ] D—[o 4]
2 1—-2 0 1 00
| —
10. U = 7 0 _ 0 11, D=0 40
—1—1 2 0 0 01
(det finns oéndligt ménga svar eftersom ett egenviirde dr dubbelt).
1 —1—1 —1 -2 0 0
1. U= -14i 0 —1-i|, D=| 0 0 0
—1 1—4 -1 0 0 2

12. A*A ar Hermitesk.
13. Sitt v =2z — w och visa att (Uv) - (Uv) =v-v.
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