
Introduktion till linj�arprogrammering

1 Ett produktionsproblem

En fabrik producerar tv�a olika typer av m�obler, bord och stolar. Produktionen av
m�obler erfordrar tv�a olika typer av material; stora och sm�a delar. Ett bord tillverkas
genom att man sammanfogar tv�a delar av vardera sorten, medan en stol best�ar av en
stor och tv�a sm�a delar. F�or att best�amma den optimala produktionsplanen, m�aste
producenten beakta att det endast �nns 6 stora och 8 sm�a delar att tillg�a. Ett
bord kan s�aljas f�or 1600:- och en stol f�or 1000:-. Best�am den produktionsplan som
maximerar de totala int�akterna, under f�oruts�attning att alla tillverkade m�obler kan
s�aljas och att de delar som anv�ands redan �ar betalda och inte kan s�aljas obearbetade.
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Sm�a bitar

Stora bitar

Stol, x2

Bord, x1

M�al: maximera int�akterna

Variabelde�nition: x1 = antal bord som tillverkas och s�aljs
x2 = antal stolar som tillverkas och s�aljs
z = summan av int�akterna

Modell: max z = 1600x1 + 1000x2
d�a 2x1 + x2 � 6 (stora bitar)

2x1 + 2x2 � 8 (sm�a bitar)
x1; x2 � 0 (fysikaliska restriktioner)
x1; x2 heltal (bortses fr�an h�ar)



2 L�osning av modellen med hj�alp av LEGO

Vi startar vid noll-produktion, d.v.s., x = (0; 0)T, och studerar marginalf�orb�attringar
f�or att v�alja ut den m�obeltyp som skall produceras. Eftersom x1 har den b�asta
marginalint�akten (1600:- per bord), v�aljer vi att producera s�a m�anga bord som
m�ojligt. Vid x = (3; 0)T �nns inga er stora bitar kvar.

Marginalv�ardet f�or x2 �ar nu 200, eftersom vi kan ta is�ar ett bord (�1600:-) och
sedan bygga tv�a stolar (+2000:-), vilket motsvarar int�akten +200:- per tillverkad
stol. �Oka v�ardet p�a x2 maximalt. Vid x = (2; 2)T �nns inga er sm�a bitar kvar.

Marginalv�ardet f�or x1 �ar nu negativt (vi m�aste ta is�ar tv�a stolar f�or att kunna
bygga ett bord till, vilket ger en negativ int�akt, eller �400:- per tillverkat bord).
Marginalv�ardet f�or x2 �ar ocks�a negativt (vi m�aste ta is�ar ett bord f�or att kunna
bygga en stol till, vilket ger en negativ int�akt, eller �600:- per tillverkad stol).

Allts�a �ar x� = (2; 2)T en optimall�osning, d.v.s., tillverka tv�a bord och tv�a stolar f�or
st�orsta m�ojliga int�akt, som �ar 5200:-.

3 K�anslighetsanalys med hj�alp av LEGO

Nedanst�aende f�or�andringar antas g�oras oberoende av varandra; alla tre utg�ar fr�an
grundmodellen i avsnitt 1.

� Antag att producenten f�ar m�ojlighet att k�opa en stor bit till. Hur mycket �ar
han/hon villig att betala f�or denna bit, och hur m�anga bitar �ar v�arda detta pris?

Svar: Med en ytterligare stor bit kan vi g�ora ett bord av en stol. F�ortj�ansten fr�an
denna operation �ar 1600�1000:- = 600:-. Producenten betalar allts�a maximalt 600:-
f�or stora bitar, s�a l�ange det �nns stolar kvar att omvandla till bord. Maximalt antal
stora bitar som �ar v�arda detta pris �ar f�oljdaktligen 2.

� Samma fr�aga f�or sm�a bitar.

Svar: Med ytterligare tv�a sm�a bitar, kan vi g�ora tv�a stolar av ett bord. F�ortj�ansten
fr�an denna operation �ar 2�1000�1600:- = 400:-. Producenten betalar allts�a maximalt
200:- f�or sm�a bitar, upp till maximalt antal bitar som �ar 4.

� Antag att f�ors�aljningspriset f�or bord sjunker till 750:-. Hur skall tillverknings-
planen f�or�andras?

Svar: Marginalv�ardet f�or att �oka x2 �andras till 1000�750:- = 250:- per stol (ta is�ar ett
bord och bygg en stol). Detta v�arde g�aller s�a l�ange det �nns bord kvar att montera
ned, d.v.s., �oka v�ardet p�a x2 med 2 till x2 = 4; d�a blir x1 = 0. Marginalv�ardet f�or
x1 �ar nu 750� 1000 :- = �250:-, d.v.s., det l�onar sig inte att bygga er bord. Allts�a
�ar x� = (0; 4)T optimalt, d.v.s, tillverka enbart fyra stolar. F�ortj�ansten blir 4000:-.
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4 Geometrisk l�osning av modellen

max z = 1600x1 + 1000x2 (0)
d�a 2x1 + x2 � 6 (1)

2x1 + 2x2 � 8 (2)
x1; x2 � 0
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z = 0

(0) (1) (2)

r
x
� = (2; 2)

4.1 Geometrisk k�anslighetsanalys

Modellen kan skrivas med generella beteckningar, enligt:

2
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max z = 1600x1 + 1000x2
d�a 2x1 + x2 � 6

2x1 + 2x2 � 8
x1; x2 � 0

3
775()
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max z = c1x1 + c2x2
d�a a11x1 + a12x2 � b1

a21x1 + a22x2 � b2
x1; x2 � 0

3
775

Antag att f�oljande �andringar g�ors (oberoende av varandra):

� b1 = 6 +�b1, �b1 = 1 ) x
� = (3; 1)T ) z� = 5800:-

Int�akt per ytterligare ink�opt stor bit: 5800� 5200:- = 600:-
�b1 > 2 ger ingen ytterligare int�akt, eftersom x2 � 0 m�aste g�alla.

� b2 = 8 +�b2, �b2 = 2 ) x
� = (1; 4)T ) z� = 5600:-

Int�akt per ytterligare ink�opt liten bit: (5600� 5200)=2:- = 200:-
�b2 > 4 ger ingen ytterligare int�akt, eftersom x1 � 0 m�aste g�alla.
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� c1 = 1600 + �c1, �c1 = �750 ) x
� = (0; 4)T ) z� = 4000 : �
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5 En icke-teknisk introduktion till simplexmeto-

den och k�anslighetsanalys i linj�arprogramme-

ring

5.1 Slack-, bas-, och icke-bas-variabler, samt extrempunkter

Ursprunglig problemformulering:

max z = 1600x1 + 1000x2
d�a 2x1 + x2 � 6 (1)

2x1 + 2x2 � 8 (2)
x1; x2 � 0

Olikheter kan inte manipuleras med hj�alp av radoperationer. D�arf�or g�or vi om (1)
och (2) till ekvationer med hj�alp av slackvariabler :
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max z = 1600x1 + 1000x2
d�a 2x1 + x2 + s1 = 6 (1)

2x1 + 2x2 + s2 = 8 (2)
x1; x2; s1; s2 � 0

Vi har nu 4 variabler och 2 ekvationer. Vi ska eliminera 2 av variablerna med
hj�alp av ekvationerna, och studera problemet i termer av de tv�a �aterst�aende vari-
ablerna. Vi kallar de variabler som anv�ands f�or att l�osa ekvationssystemet f�or bas-
variabler (eller beroende variabler), och de �aterst�aende f�or icke-basvariabler (eller
oberoende variabler). Vi kommer att de�niera m�alfunktionsv�ardet z i termer av
icke-basvariablerna.

N�ar vi ska v�alja vilka variabler som �ar bas- respektive icke-basvariabler, m�aste vi
tillse att
(i) basvariablerna kan l�osa det linj�ara ekvationssystemet; detta inneb�ar att motsva-
rande kolumner i ekvationssystemet m�aste vara linj�art oberoende, samt att
(ii) l�osningen till ekvationssystemet ocks�a uppfyller icke-negativitetsvillkoren.

Notera att p�a randen till vart och ett av bivillkoren har en av variablerna v�ardet 0.
L�at X = fx 2 <2 j 2x1 + x2 � 6; 2x1 + 2x2 � 8; x1 � 0; x2 � 0g
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Ej till�aten sk�arningspunktXXXXy

I �guren ser vi att en extrempunkt tillX karakt�ariseras av att tv�a variabler samtidigt
har v�ardet 0 (med andra ord, tv�a linjer sk�ar varann). Vi ser ocks�a att det �nns andra
punkter d�ar tv�a variabler har v�ardet 0, men dessa sk�arningspunkter �ar inte till�atna,
eftersom antingen en variabel xj eller slackvariabel si d�ar �ar negativ.

En fundamental egenskap hos optimall�osningar till linj�ara optimeringsproblem �ar
f�oljande: Om det existerar en optimall�osning s�a existerar en optimal extrempunkt.
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Generellt, betrakta modellen:

max z = c
T
x;

d�a Ax = b;
x � 0;

d�ar x; c 2 <n, b 2 <m och A 2 <m�n. L�at X = fx 2 <n j Ax = b; x � 0g.

I v�art exempel �ar d�a m = 2, n = 4, x = (x1; x2; s1; s2)
T , c = (1600; 1000; 0; 0)T ,

A =

�
2 1 1 0
2 2 0 1

�
, samt b =

�
6
8

�
.

En extrempunkt till X motsvaras av en l�osning till systemet Ax = b, i vilken
n �m variabler (icke-basvariablerna) har v�ardet 0, och de �aterst�aende variablerna
(basvariablerna) �ar icke-negativa. (Detta �ar det fundamentala sambandet mellan, �a
ena sidan, geometrin och algebran hos linj�arprogrammeringsproblem, och, �a andra
sidan, simplexmetoden.)

5.2 Simplexmetoden

Simplexmetoden s�oker bland extrempunkterna tillX p�a ett smart s�att, l�angs kantlin-
jerna s�a att v�ardet p�a z �okar hela tiden tills en optimal extrempunkt �ar funnen. Vid
f�oryttningen fr�an en extrempunkt till n�asta, l�ater simplexmetoden en basvariabel
byta plats med en icke-basvariabel. Den ser till att problemet hela tiden beskrivs
i termer av de aktuella icke-basvariablerna. Vi b�orjar med att skriva systemet p�a
formen

�z + c
T
x = 0

Ax = b

x � 0:

Simplexmetoden arbetar enligt f�oljande: bland de n st variablerna v�aljs n � m st
icke-basvariabler. Systemet Ax = b anv�ands f�or att beskriva de m basvariablerna i
termer av de n�m st icke-basvariablerna. Problemet formuleras sedan i termer av
dessa variabler, genom att �ovriga m st variabler elimineras fr�an m�alfunktionen.

Om partitioneringen av de n st variablerna i bas- och icke-basvariabler �ar korrekt,
och icke-basvariablernas v�arden s�atts till noll, s�a kommer l�osningen till systemet
Ax = b att vara en extrempunkt till m�angden X. M�alfunktionen �ar nu beskriven
i termer av icke-basvariablerna; vi avg�or huruvida denna extrempunkt �ar optimal
genom att studera tecknet hos koe�cienterna (marginalv�ardena) i denna beskrivning
av m�alfunktionen.

Om alla koe�cienter �ar � 0, s�a kan v�ardet p�a z inte �oka genom att man �okar v�ardet
p�a en icke-basvariabel fr�an noll. Om d�aremot n�agon koe�cient �ar > 0, s�a inneb�ar
det en �okad vinst om man �okar v�ardet p�a motsvarande variabel. Vi v�aljer den
variabel som har st�orst positiv koe�cient.
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Att �oka v�ardet p�a en icke-basvariabel fr�an sitt v�arde noll, som den har i den aktuella
extrempunkten, inneb�ar att vi l�amnar randen till ett bivillkor och r�or oss l�angs en
kantlinje till m�angden X. Vi r�or oss l�angs denna kantlinje tills vi n�ar ett nytt bivil-
lkor, vilket best�ammer den st�orsta �okningen hos v�ardet p�a denna icke-basvariabel
som kan g�oras. Det uppn�adda bivillkoret svarar mot en basvariabel, som f�ar v�ardet
noll. I den nya punkten har s�aledes (n � m) � 1 + 1 = n � m st variabler v�ardet
noll; allts�a �ar den en extrempunkt.

N�asta steg i simplexmetoden �ar att ers�atta den icke-basvarabel som har f�att ett h�ogre
v�arde �an noll med den basvariabel som f�att v�ardet noll, d.v.s., de tv�a variablerna
byter roller s�a att den tidigare basvariabeln blir icke-basvariabel och vice versa.
Detta g�ors med hj�alp av enkla radoperationer, och vi upprepar ovanst�aende steg
fr�an denna nya beskrivning av problemet.

5.3 L�osning av exemplet med hj�alp av simplexmetoden

Vi skriver systemet p�a formen

z � c
T
x = 0

Ax = b

x � 0

vilket ger f�oljande linj�ara ekvationssystem (d�a vi utesluter icke-negativitetsvillkoren,
som underf�orst�as):

�z + 1600x1 + 1000x2 = 0
2x1 + x2 + s1 = 6
2x1 + 2x2 + s2 = 8

Vi l�ater s1 och s2 vara basvariabler, och x1 och x2 vara icke-basvariabler, eftersom
(i) s1 och s2 �ar givna som funktioner av x1 och x2, och
(ii) s1 och s2 �nns inte med i m�alfunktionen.

Vi l�ater icke-basvariablerna f�a v�ardet noll, d.v.s., x1 = x2 = 0, vilket motsvarar ex-
trempunkten origo. Koe�cienterna f�or x1 och x2 i m�alfunktionen �ar 1600 respektive
1000; allts�a �ar det mest l�onsamt att �oka v�ardet p�a x1. (Origo �ar inte en optimal
punkt, eftersom marginalv�ardet f�or att �oka v�ardet p�a variabeln �ar positivt f�or minst
en variabel.)

�Oka nu v�ardet p�a x1 fr�an 0; detta inneb�ar att vi r�or oss l�angs x1-axeln (en kantlinje
till m�angden X). Hur l�angt kan vi g�a? Fr�an ovanst�aende ekvationssystem f�oljer
(notera att x2 f�orblir lika med 0 medan v�ardet p�a x1 �okar):

s1 = 6 � 2x1 � x2 = 6 � 2x1
s2 = 8 � 2x1 � 2x2 = 8 � 2x1

V�ardet p�a x1 kan �oka s�a l�ange som s1 och s2 f�orblir � 0. Den variabel som f�orst
n�ar v�ardet 0 �ar s1 (d�a x1 = 6=2 = 3), och det maximala v�ardet p�a x1 �ar 3. (s1 = 0
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inneb�ar att vi har anv�ant alla stora bitar.) Vi har nu funnit den icke-basvariabel
(x1) och den basvariabel (s1) som ska byta roller med varann.

F�or att uttrycka systemet med hj�alp av de nya icke-basvariablerna (s1; x2), utf�or vi
f�oljande radoperationer:

�z + 1600 x1 + 1000 x2 = 0 (0)
2 x1 + x2 + s1 = 6 (1)
2 x1 + 2 x2 + s2 = 8 (2)

�z + 200 x2 � 800 s1 = � 4800 (0)�800�(1)
x1 + 1

2
x2 + 1

2
s1 = 3 1

2
�(1)

x2 � s1 + s2 = 2 (2)�(1)

Vi har nu eliminerat basvariablerna (x1 och s2) ur m�alfunktionen, och de tv�a basvari-
ablerna �ar tecknade som funktioner av icke-basvariablerna (s1 och x2). Observera
f�oljande:
(i) Vi l�ater s1 = x2 = 0 och erh�aller x = (3; 0)T, d.v.s, en extrempunkt till X.
(ii) M�alfunktionsv�ardet �ar 4800.
(iii) Marginalv�ardet f�or att �oka v�ardet p�a x2 �ar i denna punkt 200, vilket st�ar i
m�alfunktionsraden.
(iv) s2 = 2 > 0, vilket inneb�ar att det �nns sm�a bitar kvar.

Eftersom en m�alfunktionskoe�cient �ar positiv (ett marginalv�arde �ar positivt), �ar
l�osningen x = (3; 0)T inte optimal.

Vi v�aljer h�arn�ast att �oka v�ardet p�a x2 fr�an 0. Eftersom vi l�ater v�ardet p�a s1 f�orbli
= 0, r�or vi oss l�angs bivillkoret (1). Ur systemet ovan erh�alls f�oljande:

x1 = 3 � 1

2
x2

s2 = 2 � x2

F�orst att n�a v�ardet 0 �ar variabeln s2 (vid x2 = 2). Vi l�ater x2 = 2 och har identi�erat
n�asta variabelpar att byta roller. Den nya extrempunkten �ar uppenbarligen x =
(2; 2)T, eftersom det nya v�ardet p�a x1 �ar x1 = 3 � 1

2
� 2 = 2, och vi skriver om

systemet enligt f�oljande:

�z + 200 x2 � 800 s1 = �4800 (0)
x1 + 1

2
x2 + 1

2
s1 = 3 (1)

x2 � s1 + s2 = 2 (2)
�z � 600 s1 � 200 s2 = �5200 (0)�200�(2)

x1 + s1 � 1

2
s2 = 2 (1)�1

2
�(2)

x2 � s1 + s2 = 2 (2)

Ur detta system kan vi utl�asa att x = (2; 2)T, z = 5200, och att denna extrempunkt
�ar optimal, eftersom ingen koe�cient i m�alfunktionsraden �ar positiv. Vi har h�armed
l�ost exemplet med hj�alp av simplexmetoden.

8



5.4 K�anslighetsanalys

Vi �ar intresserade av v�ardet av ytterligare resurser, i form av er stora respektive
sm�a bitar, f�or den ovanst�aende modellen. Vi �ar ocks�a intresserade av hur m�anga
bitar av respektive sort som har detta v�arde.

Antag att vi l�ater b1 := b1 + �b1, d�ar �b1 > 0. Om vi bibeh�aller representatio-
nen av systemet ovan, och utnyttjar den nya kapaciteten fullt ut genom att �andra
optimall�osningen x� = (2; 2)T s�a att den f�oljer bivillkoret (2), s�a kommer slackvari-
abeln s1 (som �a proportionell mot avst�andet fr�an aktuell punkt till randen av det
ursprungliga bivillkoret (1)) att f�a ett negativt v�arde. Om �b1 = 1 s�a blir s1 = �1,
och vinsten kommer att �oka med (�600) � (�1) = 600:-. F�or att �nna den nya
optimall�osningen utnyttjar vi systemet, vilket ger:

x1 = 2� s1

x2 = 2 + s1

Allts�a, om b1 := b1+1 s�a erh�alls s1 = �1, vilket ger x� = (3; 1)T. Det �ar ocks�a klart
att den maximala �okningen �b1 som �ar intressant �ar den d�a antingen x�

1
eller x�

2
blir

lika med noll. Detta intr�a�ar d�a s1 = �2, d.v.s., d�a �b1 = 2; d�a blir x� = (4; 0)T

(enbart bord produceras). Allts�a �ar vi intresserade av att k�opa maximalt tv�a extra
stora bitar till ett h�ogsta pris av 600:- per styck.

F�or k�op av ytterligare sm�a bitar anv�ander vi samma argument. L�at b2 := b2 +�b2.
E�ekten av att �oka v�ardet p�a b2 �ar att s2 blir negativ, och vi kan utl�asa int�akterna
f�or en extra liten bit som (�200) � (�1) = 200:-. Vi betalar allts�a maximalt 200:-
f�or en extra liten bit. Den nya l�osningen, f�or vilket v�arde som helst p�a �b2, och det
maximala v�ardet p�a �b2 kan utl�asas ur systemet:

x1 = 2 +
1

2
s2 = 2�

1

2
�b2

x2 = 2� s2 = 2 +�b2:

Om vi l�ater �b2 = 2 erh�alls x� = (1; 4)T. Det maximala v�ardet p�a �b2 �ar 4, vilket
motsvarar x� = (0; 6)T. Vi �ar allts�a intresserade av att k�opa maximalt 4 sm�a bitar
till en h�ogsta kostnad av 200:- vardera.
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