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1. (a) Se kapitel 1, definition 10.
(b) Ja, ty 6, 6, 6, 6, 6, 10 och 15 &r relativt prima, men (6,6) = 6, (6,10) = 2, (6,15) =3
och (10,15) = 5.
2. (a) Viseratt 1=6-2+11-(—1) sd x =6, y = —3 dr en losning. Samtliga 16sningar ges
darfor av
r=6+11In
y=-3—6n

dér n € Z. Notera att (6,11) = 1.
(b) Enligt (a) sd ges losningarna till 6z = 3 (mod 11) av & = 6 + 11n dir n € Z. Den
minsta positiva l0sningen dr x = 6.
3. En heltalskvadrat dr kongruent med 0 eller 1 modulo 4. Summan av tva heltalskvadrater
ar darfor kongruent med 0, 1 eller 2 modulo 4. Ett tal som &r kongruent med 3 modulo 4
kan salunda inte skrivas som summan av tva heltalskvadrater.

4. Funktionen g; ar inte multiplikativ ty

91(1)=2#2-2=g1(1)g:(1).
Funktionen go adr multiplikativ d& n — n och ¢ &r bada multiplikativa funktioner och

det ar klart att produkten av tva multiplikativa funktioner &r multiplikativ. Funktionen
v(n) =3 440 1 r multiplikativ enligt en kiind sats som séiger att

gn)= Y fd)

d|n,d>0

dr multiplikativ om f &r multiplikativ. Anvinder vi satsen igen far vi att

gs(n) = Z v(d)

d|n,d>0
ar multiplikativ.
5. (a) En invers till 2 modulo 101 #r 51 (251 = 202 = 101 + 1). Det betyder att 222 = 1
(mod 101) fér nagot = € Z precis da #2 = 51 (mod 101). Vi kan avgora om denna sista,

kongruens &r losbar genom att berdkna virdet av Legendre-symbolen f6r 51 modulo
101:

(f5r) = (w7) (%o7) = (55) (57) = (5) (%) = -1,
Alltsa 222 =1 (mod 101) ér inte 15sbar.
(b) Lésning 1. Det ér klart att = 101 inte ir en l6sning till z!°% =1 (mod 101). Antag

dérfor att € Z uppfyller 2 < z < 100 och z'°® = 1 (mod 101). Fermats lilla sats
siger da att

1=2'% =293 =23 (mod 101).

Det betyder att ordningen av £ modulo 101 maste dela 3, det vill siga ord;g; z = 1 eller
ordjo; x = 3. Eftersom ordjp; = 1 endast om z = 1 (mod 101) s& méaste ord;o; z = 3.
Vi vet ocksé att ordningen av ett inverterbart element modulo 101 alltid delar ¢(101) =
100. T vart fall betyder det att 3 | 100. Detta &r uppenbarligen inte sant vilket betyder
att talet z inte kan existera.



Lésning 2. Enligt satsen om primitiva rotter existerar det en primitiv rot, sdg r, modulo
101. Kongruensen z'%® =1 (mod 101) &r 16sbar om och endast om kongruensen
103ind, z =ind, 1 (mod ¢(101)) (1)

(i variablen ind, z) &r 16sbar. Vi har ind, 1 = 0 och ¢(101) = 100. Vidare dr 103 = 3
(mod 100) och (3,100) = 1 sa det existerar en invers till 3 modulo 100. Tillsammans
ger detta att kongruensen (1) &r ekvivalent med kongruensen

ind,z =0 (mod 100),
vilken i sin tur &r ekvivalent med kongruensen
r=r"=1 (mod 101).
Saledes satifierar inget « mellan 2 och 101 den ursprungliga kongruensen.
. (a) Se kapitel 5, definition 2 och sats 5.19.
(b) Enligt satsen om primitiva rotter existerar det en primitiv rot modulo 250 = 2 - 53,
Enligt en annan kind sats finns det dérfér precis ¢(¢(250)) = 40 primitiva rotter
modulo 250. Det &r enkelt att kontrollera att 2 dr en primitiv rot modulo 5 och modulo

25. Enligt en kiind sats dr dérfor 2 en primitiv rot modulo 125 = 5% och 127 = 2+ 125
en primitiv rot modulo 250.

. Lésning 1. Enligt proposition 5.3 &r talen 1,2, ... ,p—1 kongruenta med talen r,72,... ,7P~!
(i nadgon ordning) modulo p. Alltsa har vi
1-2---(p—1)=r-r?---rP71  (mod p),
d.v.s.
(p— 1)l = 2271 (mod p).
Resultatet foljer nuav14+24---+p—1=p(p—1)/2.
Losning 2. Wilsons sats sager att (p — 1)! = —1 (mod p) och Fermats lilla sats séger att
pPP=1/2 = (pp)(p=1)/2 = £(P=1)/2 " (nod p).
Vidare sa dr (r»=1/2)2 = 1 (mod p) enligt Fermats lilla sats sa #»=1/2 = £1 (mod p)

enligt ett kiint lemma (lemma 2.10). Men r #ir en primitiv rot modulo p sa r»~1/2 £ 1
(mod p). Alltsa (p — 1)! = pP(P~1/2 (mod p).

. Vi soker ett positivt heltal n sadant att n, n + 1 och n + 2 vart och ett dr delbart med
en heltalskvadrat stérre #in 1. Vi kan utan vidare viilja dessa kvadrater till att vara 22, 32
respektive 52. Vi soker dirfor en positiv 16sning till f6ljande system av kongruenser:

n=0 (mod 2?)
n=-1 (mod 3?)
n=-2 (mod 5?)

Den forsta kongruensen ger n = 4k for nagot k € Z. Sétter vi in n = 4k i de tva Ovriga
kongruenserna far vi:

4k = -1 (mod 9)
4k = -2 (mod 25)

Multiplicerar vi dessa kongruenser med 2 respektive 6 far vi:
{k =2 (mod9)
k=12 (mod 25)
Nuér25-4=1 (mod 9) och 9-14 =1 (mod 25) sa
k=2-25-44+12-9-14 =1712

ar en 16sning enligt kinesiska restsatsen. Vi kan likavél vilja k& = 137 da 16sningen endast &r
bestdmd modulo 9 - 25. Talen 548, 549 och 550 har siledes de 6nskade egenskaperna (man
kontrollerar enkelt att 548 = 22 - 137, 549 = 32 - 61 och 550 = 57 - 22).



