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Se boken, kapitel 1, Definition 5.
Genom inséttning ser vi att
z(z+2)(x+4)=0 (mod 3),

vilket implicerar att 3 | z, 4 |  + 2 eller 3 |  + 4 for varje heltal x. Speciellt betyder
detta att 3 = p, 3 =p+2eller 3 =p+4omp, p+2och p+ 4 dr primtal. Enda
mojligheten &r i sa fall p = 3.

2. Antag att (a,m) = 1. Da finns z,y € Z sadana att az + my = 1. Vidare ger a = b (mod m)
existensen av ett heltal z sddant att a = b + zm. Kombinerar vi dessa likheter far vi

1=az+my=(b+zm)x +my = bz + (zx + y)m,

vilket ger (b,m) = 1. P4 samma sétt visar vi att (a,m) =1 om (b,m) = 1.

3. (a)
(b)

Se boken, Sats 2.17.
Eulers sats kan anvindas eftersom 64 = 26 #r relativt primt med 915 = 3-5-61. Vi
réknar forst ut ¢(915):

$(915) = $(3)p(5)p(61) = 2- 4 - 60 = 480.
Sedan ar det bara att forenkla:
647001 = 4448081 = G481 = 9681 = 948046 = 96 = 64 (mod 915).
Svar: 64.

Eftersom 105 =3-5-7 sa ér x € Z en 16sning till z2 = 1 (mod 105) om och endast om
x ar en 16sning till

#2=1 (mod 3), r=+1 (mod 3),

2 =1 (mod 5), vilket dr ekvivalent med < x = £1 (mod 5),

r2=1 (mod 7), r==+1 (mod 7).

Vi kan nu anvinda kinesiska restsatsen for att hitta alla sddana x modulo 105. Det
minsta positiva l6sningarna till

5:7-y1 =1 (mod 3),
3-7-y2=1 (mod 5),
3-5-y3=1 (mod 7)
ar y; = 2 och yo = y3 = 1. Samtliga I6sningar till z2 =1 (mod 105) ges déirfor av
r=+5-7-2+3.-7-1+£3-5-1==+1,+34, £64, £76 (mod 105)
Svar: z = +1, £34, £64, £76 (mod 105).

(b) Om z? = 11 (mod 105) fér nagot = € Z s ér dven 2° = 11 (mod 3). Genom provning

5. Vi

ser vi att 2% = 11 (mod 3) saknar 16sning. Alltsa ér 22 = 11 (mod 105) inte 1sbar.
borjar med att visa att ¢(n) ar jaimnt da n > 2. Notera att ¢(1) = ¢(2) = 1 s villkoret

n > 2 ar nodvandigt. Lat n = 2%py* ---p~, dér py,...,p, dr olika udda primtal. D& &r
d(n) = d(2*)Pp(pi*) -+ d(p%r). Om n > 2 84 &r a > 2 eller a; > 1 f6r nagot i € {1,2,... ,n}.
I det forsta fallet har vi att ¢(2%) = 2°7! &r jimnt och i det andra fallet att ¢(p}’) =

(423

p;

~!(p; — 1) dir jamnt. Alltsa ir ¢(n) jimnt da n > 2.

Antag nu att n = 2¥m déir k > 0 och m #r udda. Da ir
n

9(n) = $(2*m) = 6(2)¢(m) = 2" g(m) < 2" = o



Med andra ord ar ¢(n) < n/2 om n dr jimnt. Kombinerar vi detta resultat med den triviala
uppskattningen ¢(n) <n —1for n > 1 sa far vi

(n) n-1

dlom) < 2 <o

for n > 2.

. Eftersom (272 = (%)(11) och (?—f) = (%) (1%) = —(1%) s& ar (%) = (?—1) om och endast

om (%) (%) = —(&). Fran boken har vi
(2) _J1  omp=1,7 (mod8)
p/ |-1 omp=3,5 (mod?8)
(E) ~J(&) omp=1 (mod4) [(&) omp=15 (mod3)
p) |-(&) omp=3 (mod4) |—(&) omp=3,7 (modS8)

Vi kan nu sammanstélla rékningarna i en tabell:
p (mod8) | (2)(4) |

N

och

() - ()

S

1 (%) falskt
3 (%) falskt
5 — ( 5 ) sant
7 —(Z) sant

. (a) Se boken, kapitel 5, Definition 1.
(b) Enligt Proposition 5.3 uppfyller varje heltal z mellan 1 och 112 kongruensen x = 3*
(mod 113) for nagot heltal k mellan 1 och 112. Enligt Proposition 5.4 ar

E\ 0[‘d1133 _ 112
ordis3) = T3 T e
Alltsa &r ordy13(3%) = 7 precis da (112, k) = 16. De enda losningarna mindre &n 112 #ir
k =16i dar i € {1,2,3,4,5,6}. Efter viss moda for man (modulo 113):
316 =49, 316 =28 316 =16, 3*16 =106, 3°16 =109, 3%'¢ =30.

Svar: 16, 28, 30, 49, 106, 1009.

. Om z < —2 sa &r dven = + 1 och x + 2 negativa tal. Produkten &r dirfor negativ och kan
dérfor inte vara en heltalskvadrat.

Antag att y? = z(z + 1)(z + 2) for nigot x > 1. Vilka gemensamma primfaktorer kan z,
x+1 och z+2 ha? Tva pa varandra foljande tal kan inte ha nagra gemensamma primfaktorer
ty (z,2+1) | (z4+1)—z d.v.s. (z,z+1) | 1. Talen z och x+2 kan endast ha 2 som gemensam
faktor, ty (z,z +2) | (x +2) — z d.v.s. (x,z + 2) | 2. Detta intréffar precis da = ar jamnt.
Vi delar upp i tva fall: z udda, z jamnt.

r udda: Eftersom y? = z(z + 1)(z + 2) och z, x + 1 och = + 2 dr parvis relativt prima
sa maste z, x + 1 och = + 2 vara kvadrater. Detta ser man genom att anvinda aritmetikens
fundamentalsats. Om vi séitter z = u? och x + 1 = v? si far vi ekvationen v? = u® + 1. D&
denna ekvation endast har 16sningarna v = 0, v = 1 sa maste 1 < z = u? = 0. Detta &ir en
motségelse sa x kan inte var udda.

r jaimnt: Sitt x = 2%a, 2+ 1 = boch x+2 = 2%c déir a, b, ¢ ir udda och k, £ > 0. Eftersom
a,b, ¢ ar relativt prima och y? = 2¥+fabc sa maste k + ¢ var jimnt och a, b, ¢ kvadrater. Vi
har vidare att (z,z +2) = 2 sd4 k = 1 eller £ = 1. Det betyder att k och ¢ bada &r udda.
Sitt & = 2%a = 2u? och z + 2 = 2c = 2v2. Aterigen far vi en ekvation u2 + 1 = v2 med
16sningarna uw = 0 och v = #1. Detta ger en motsigelse, ty 1 < z = 2u? = 0. Alltsa ir =
inte jamnt.

Vi har visat att z varken #r jimnt eller udda och kan dérfor inte existera. Alltsa dr
(=2,0), (=1,0) och (0,0) de enda ldsningarna till ekvationen y? = z(x + 1)(z + 2).




