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Uppgift 1. For enkelhets skull skriver vi om ekvationen till
22 =49 (mod 300).
Eftersom 300 = 22 - 3 - 52 #r ekvationen ekvivalent med systemet

2 =49 (mod 4)
> =49 (mod 3)
> =49 (mod 25)

Dessa loser vi var for sig. Den forsta ar ekvivalent med

z2=1 (mod 4)

Vilket har l6sningarna x = 1,3 (mod 4), vilket kollas ldtt genom testning. Pa samma
séatt ser vi att den andra ar ekvivalent med x = 1,2 (mod 3). Enligt sats pa évningen
den T:e augusti har den tredje ekvationen som mest tva losningar (modulo 25), det &r
enkelt att se att x =7, —7 (mod 25) eller z = 7,18 (mod 25). For att sammanfatta, den
ursprungliga ekvationen dr ekvivalent med att nagon av foljande atta ekvationssystem

ar uppfyllt:

x =1 (mod 4) x =1 (mod 4) x =1 (mod 4)
x =1 (mod 3) x =1 (mod 3) x =2 (mod 3)
x =7 (mod 25) x =18 (mod 25) x =7 (mod 25)
x =1 (mod 4) x =3 (mod 4) x =3 (mod 4)
x =2 (mod 3) x =1 (mod 3) xr =1 (mod 3)
x =18 (mod 25) x =7 (mod 25) r =18 (mod 25)
x =3 (mod4) x =3 (mod 4)
x =2 (mod 3) x =2 (mod 3)
x =7 (mod 25) x =18 (mod 25)



Dessa atta system loser vi antingen genom att gissa eller med tekniken fran kinesiska
restsatsen (kinesiska restsatsen siger ockséd att varje system har en unik 16sning modulo
300).

Med beteckningar fran kinesiska restsatsen ar ny = 4, ny = 3, ng = 25, N = 300,
Ny =75, No =100 och N3 = 12. Vi hittar inverser x; till N; modulo n; genom att gissa

eller med Euklides algoritm: 1 = —1, 29 = 1 och 3 = —2. Losningen till systemet
x =a; (mod4)
x =ay (mod 3)
x =a3z (mod 25)

arnux=a;-75-(—1)4+ag-100-1+ag-12-(—2) = —75a1 + 100as — 24a3 (mod 300).
Alltsa ger vara 8 system i tur och ordning att

x = —143,-407, —43, 307, —293, =557, —193, —457 (mod 300).
Pa enklare form blir svaret
x = 157,193,257,293,7,43,107,143 (mod 300).

Uppgift 2. Lar r vara en primitiv rot till p (sddan finns enligt sats 8.6). Enligt sats 8.4
ar 1,7, 72 r3, ..., rP~2 kongruneta med 1,2,3,...,p— 1 i nagon ordning modulo p. Alltsa
ar

1"42" 43"+ .+ (p—D"=1"+ )"+ )"+ ...+ (*P)"  (mod p)

Antag nu att (p—1) fn, sd att 7™ Z 1 (mod p) s& (r" — 1)z =1 (mod p) ar 16sbar (foljer
av att ord,(r) = p — 1). Med formeln for en geometrisk summa &r hogerledet lika med

rlp—=n _ 1
rm—1
Eftersom 77~ =1 (mod p) sa har vi

e N e L B L

T E i | Ern_1:0 (mod p).
Om istéllet (p — 1)|n s& &r n = (p — 1)k for nagot tal och alltsa &r 7" = r(P=Dk =
(rP~1k = 1% =1 (mod p), dvs
1"+2"+3"+...+(p—-1)"=1+1+...+1=(p—-1)=—-1 (mod p)
precis som vi ville ha.
Uppgift 3. Wilsons sats sdger att 70! = —1 (mod 71), resten r som vi soker maste

alltsa uppfylla att 187 = —1 (mod 71). Inversen till 18 modulo 71 hittar vi med Euklides
algoritm:

71=3-18+17
18=1-17+1
17=17-1+0



Baklénges ger nu detta
=18—-17=18—-(71—-3-18)=4-18-T1
det vill séga
4-18=1 (mod 71).

Multiplicera med 4 pa bada sidor:

4-18r=—4 (mod 71)
eller

r=-4=67 (mod 71).
Resten blir alltsa 67.
Uppgift 4. a) Vi har att ord;2 = 3, s& vi kollar tre fall, ndmligen nir n ar kongruent
med 0, 1 eller 2 modulo 3. Om n =0 (mod 3) s& finns k sa att 27 +1 =23 41 =8F4+1=
1"4+1=2%#0 (mod 7). Om n =1 (mod 3) sa finns k sa att 2" + 1 = 23kl 1 =
2-884+1=2-1F4+1=1%0 (mod 7). Slutligen, om n = 2 (mod 3) sa finns k si att
2" 41 =2%+211=4.8"4+1=4-1"+1=2%#0 (mod 7). Det vill siiga 2" +1 # 0
(mod 7) for alla n > 0.
b) Om n = 6k + 4 far vi

10" +3=3%" 41 3=313%13=4.1+3=7=0 (mod 7),

sa 7 delar alla tal pa formen 109%+4 + 3, vilket det finns oéndligt manga av (ett for varje
val av k).

Uppgift 5. Att 97 delar n? — 85 #r ekvivalent med att n? = 85 (mod 97). Att det finns
ett sddant n ar samma sak som att sdga att 85 ar en kvadratisk rest, dvs om Legendre
symbolen (85/97) = 1.

(5)-() - -6 =)
() () () @) --cr-s

Uppgift 6. Kinesiska restsatsen! Oversatt till matematiska blir uppgifterna (dér 2 &r
antalet bananer) att hitta minsta positiva 1osningen till systemet

Svaret pa fragan &r alltsa ja.

(mod 17)
(mod 11)
(mod 16)

8 8 8
e
oo o

I notation fran kinesiska restsatsen har vi alla 16sningar till systemet givet av

x=0-Ny-21+6-Ny-229+0-N3-23=6-Ng-x9 (mod11-16-17)



Vihar Ny = 17-16 = 272, och x5 ar invers till Ny modulo 11, som vi hittar med Euklides
algoritm: x9 = —4. Vilket ger l6sningarna

x=6-272-(—4) = —6528 (mod 2992).

Det minsta talet z som satisfierar detta ar alltsd —6528 + 3 - 2992 = 2448. Antalet
bananer ar allltsa 2448.
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