Losningar till tentamen i MANO60 Elementéar talteori, 5p Goteborgs universitet
2006-01-09 Matematik

1.

3.

Division med 4 ger den ekvivalenta kongruensen 187x = 3 (mod 498). Vi berékar
sgd (498, 187) med Euklides algoritm:

498 = 3 - 187 — 63
187 =3-63 -2
63 =31-2+1.

Alltsa dr sgd (498, 187) = 1. Utrdkning bakldnges ger

1=63—-31-2=63—31(3-63—187) =31-187—92-63
=31-187 —92(3- 187 — 498) = 92 - 498 — 245 - 187.

Alltsa &r 187 - (—245) =1 (mod 498), och kongruensen har 16sning

x=-245-3=261 (mod 498).

Systemet skrivs om som

r=1 (mod 4)

r=4 (mod 5)

=3 (mod?7).
Vihar My =5-7=35 My =4-7=28 och M3 =4-5=20. Kongruenserna M;z; =1
(mod m;) har lésningar x; = 3, 5 = 2 och z3 = —1. Enligt kinesiska restsatsen ges

alla 16sningar till systemet av

= biMa;=1-35-3+4-28-243-20-(—1)
— 105 + 224 — 60 = 269 = 129 (mod 140).

Den minsta positiva 16sningen ar z = 129.

(a) Eftersom alla termer dr positiva maste y* < 30/7 < 5 varav |y| < 2. Provning ger
att den enda mojligheten ar y = £2 och x = +1.

(b) Reduktion modulo 3 ger —z? — y> = 0 (mod 3). D& en kvadrat ér kongruent
med 0 eller 1 modulo 3 &r den enda méjligheten att x = y = 0 (mod 3). Da ar
22 = y? =0 (mod 3?) vilket medfor att 9|22* — 7y? = 30, vilket ar omdjligt. Alltsa
har ekvationen inga l6sningar.



4. Faktorisering ger 2006 = 2 - 17 - 59. Vi berdknar Legendresymbolen:

2006\ [ 2 17 59
2741 ) \ 2741 ) \ 2741 ) \ 2741

= (-1) (2741) (2741) (Strayer 4.8 och 4.9)

17 )\ 59
= (2<>147) (%) = —(%) = (5—39) (Strayer 4.9)
—(2)=-1
3

Alltsa ar 2006 en kvadratisk icke-rest modulo 2741, och kongruensen saknar 16sning.
5. Strayer avsnitt 2.6.

6. Om z och y bada ar jaimna sa maste z ocksa vara jamnt. Detta &r uteslutet eftersom
trippeln var primitiv, dvs sgd(z,y,z) = 1. Om z och y bada ir udda si ar 2 + 3> =
14+1=2 (mod 4), men kongruensen 22 = 2 (mod 4) har inga 16sningar.

7. Eftersom ord,,(a) delar ¢(m) géller m — 1|¢(m). Men ¢p(m) < m —1 da m > 1, s
vi maste ha ¢(m) = m — 1. Detta medfor att m &r ett primtal: Om m = 2 &r detta
klart, och om m > 2 och m vore sammansatt sa skulle det finnas en delare £ till m med
2 <k <m—1, och detta skulle medféra ¢(m) < m — 1.

8. For att fa bort det obekanta k£ kan man dela s; med s,. Detta ger
51551 = (my — o) (mg — ory)”' (mod p — 1)
varav
5155 (Mg — xry) =my —ar;  (mod p — 1)

<~ 51551m2 —m; = —ar; + mslsglrg

= = (slsglmg — ml)(slsglrg — 7“1)_1.

Uppgiften visar att det ar fatalt att anvinda samma £ vid flera olika signeringar!



