MAN 060 — Elementér talteori
Sommar en 2007

I bland synnerligen kortfattade och darfoér inte helt foredomliga | Gsningar till
andra évningstentamen 2007

1. Angeden sistasiffrani decimalutvecklingen av 7%**

Ldsning:
Eftersom 779 =74 © 1(mod10) och 3943° 3(mod 4) blir 73*%° 7% © 3(mod10)

2. Avgor huruvida 111 &r en kvadratisk rest modulo 991
(991 ar ett primtal).

Lésning:

A115_we3 637 6
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3. L& p varaett primta. Visa att produkten av samtliga primitiva rétter modulo p &
° 1(mod p).

L&sning:

Lat r vara en primitiv rot. Enligt sats kan da samtliga primitiva rotter skrivasr ?

dar a genomldper alla tal sddana att (a,F (p))=(a, p- 1)=1. Den efterfrégade
é a

produkten kan alltsa skrivas r @**, Nu géller generellt att

(a, n) =10 (a, n- a):l varfor de tal som ar relativt prima mot p-1 kan samlasi

é. g
par varssumma ar = p- 1. Alltsa ar exponenteni r@>** delbar med p-1 och
pastaendet foljer.



4. Bestam alapositivaheltal x <77 sidanaatt x?© 64(mod77)

Ldsning:

Vi anvander tekniken fran ” slantsingling” och l6ser darfor kongruenserna
x?© 64(mod7) och x?° 64 (mod11) (ty 77 =7:11) och f&r x° +1(mod 7)
respektive x© +3(mod11). Dessa lésningar parasihop i fyra par och genererar

med hjalp av kinesiska restsatsen fyra kongruenser modulo 77.
o ix ° a (mod7)
Enligt kinesiska restsatsen har systemet |

ix ° b (mod11

x°11:2:a+7:8:b och modulo 77 blir lIésningarna x° 8, 36, 41, 69

6
5. Los kappsacksproblemet § x.a, =108 omféljden {a}’, & =6,11, 21 41,81,151

i=1
Beskriv vad som menas med att en f6ljd & supervaxande.

) [Gsningen

Visaat om {a}, & en supervéxandefoljd & a, @ 2" forj=12,3...,n-1

Lésning:

108=81+21+6
jc;l
{a}., & supervixandeoma, >3 a
k=1

Induktion: om pastdendet galler fér alla jEm &r a,.,>q a 2 g 2¥*=2"-1

k=1 k=1
2 3 m
fa,,32

6. Forklaratabellen
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L6s kongruensen 3x*© 2 (mod 23)
Lés kongruensen x* © x(mod 23)

L&sning:
Tabellen visar potenser av 5 som ar primitiv rot modulo 23.

Genom att bilda index av bagge led far man den linjara kongruensen

14ind, x ° 8 (mod 22) som har de inkongruenta |6sningarna ind.x =10 respektive
=21. Ur tabellen far man x =9 samt x =14 —omvi forutsétter att x <23.




P& samma sétt 6vergdr den andra kongruensen i villkoret att (x- 1)%nd,x &r

delbart med 22. Vi skiljer mellan fyra fall:
|. x-1delbart med 22. Dablir x=22k+1
I1. ind,x delbart med 22. D& blir x=23k+1

I11. x-1 delbart med 2 och ind,x delbart med 11. DA blir x =22+ (2k +1)23
IV. x-1 delbart med 11 och ind.x delbart med 2. Da blir x =11k +1 samtidigt
som x = 2,3,4,6,8,9,121316,18+ 23n.

Dessutom har vi naturligtvis 16sning sa snart x ar delbart med 23.
Svar: x=0,112,2324,45,46,47,67,69,70... (modulo 506)

7. Bestam alapositivaheltal x och y sadana att 1,11 dér p &r ett primtal.
X p

y
L&sning:
1.1 1 - o, . 2
—+=—== U py+px=xy varavfdljer att atminstone en av x och y maste
X'y p

vara delbar med p. Eftersom uttrycket ar symmetriskt kan vi utan inskrankning
sdga att p delar x, x = pX . Alltsa &r

py+pX=pxy U y+px=xXy 0 px=y(Xx-1) Sdantingenyeller

X- 1 &r delbart med p. Omy ar delbart med p, y = py , blir den sista ekvationen
pX = DV(T(- 1)0 i=7(>~<- 1) med enda l6sningen X =y =2.0m X- 1 &r
delbart med p, X - 1= pX, blir samma ekvation i stéllet px = ypkx U pR+1=yX

U (y- p)x=1medendaldsningen y=p+1, %=1
Svar: antingen x=y=2p dler x=p*+p, y=p+1

8. Visaatt (a,b)=1 b a ® +b" o 1(mod ab)
L&sning:

Eftersom (a, b) =1 réacker det att visa den givna kongruensen for a och b separat.
Det galler ju att b™® © 1(mod a) enligt Eulers sats, ocha® ® &r naturligtvis

° 0(moda), s& a"® +b"@ © 0+1=1(moda). Man resonerar analogt modulo b
och pastaendet foljer.



