Boole och logikens utveckling

Av: Wai-Ming Lak

I nledning

Boolesk algebra &r en gren inom diskret matematik. Men det & aven sétt att representera logik
genom matematiska symboler. Denna algebra har fatt sitt namn utav den engelska matematikern
George Boole (1815-1864), men har existerat implicit i sprak och logik tusentals ar dessforinnan.
Ur det historiska perspektivet i denna uppsats kommer vi dock att rékna Lullus arbeten om
kombinatorik pa 1200-talet som startpunkten for Boole-algebrans och dess rel aterade algebrors
utveckling.

Boolesk algebra ar isomorf med méangdalgebra. Addition och multiplikationi boole-algebra
motsvaras av unionen respektive snittet i mangdal gebra.

Eftersom boole-algebran gér att dverséttatill strombrytaralgebra dar strom motsvarar 1 och
ingen strom motsvarar 0, sa kan man bygga logiska kretsar, s.k. operatorer. Detta & grunden till
hur alla datorer fungerar pa den rent fysiska nivan.

Fran enkla logikmaskiner till intervall- och méangdalgebra

L ullus och kombinatorik
Logik, vilket ligger i grund for bade matematik och sprak, har utan tvekan funnits bland
manniskor sedan urminnes tider. Raimundus Lullus (1235-1315) skrev, efter att ha mottagit
gudomliga uppenbarel ser pa berget Randa pa Mallorca, ett verk om kombinatorik, Ars Magna.
Detta verk anses av somliga vara den forsta ansatsen till formell logik.

Nedan &r ett exempel pa principen av en av Lullus kombinatorikmaskiner:

A-cirkeln reprezenterar
Gud; bokstaverma B,
C. D, etc star for olika
egenzkaper hos Gud:
B faor godhet, C far
gtarhet, O for evighet,
etc.

| figuren, dar DR
wigar att Gud ar ewig
och talmadig. ar den
inre skivan viden 316
wary motzalz frén [3get
BE. CC. DD, etc

Ett modernt exempel pa en kombinatorikmaskin ar foljande:

Med hansyn till Borsnoteringarna | Bor man Diskutera | Okad investering

Oavsett Ekonomin Maste man Understka | Forbéttrad utlandsservice
| beaktande av Dagdéaget Vill styrelsen Dryfta Nya rutiner

Med tanke pa Foretagsklimatet | Behtver bolaget | Ifragasitta | Gamla dotterbolag
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Genom att kombinera ett ord fran varje kolumn far man en mening. Byter man sedan ut ett ord i en
kolumn mot ett annat i samma kolumn far man en ny mening. Totalt finns det 475 olika meningar
man kan bilda (4 ord i varje kolumn, 5 ord i varje mening).

Leibnizintervallalgebra

Det sags vara utifran Lullus verk som den da nittonariga Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716) 1666 skrev sin essa ” Dissertio de Arte Combinatoria’ (Avhandling om konsten att
kombinera). Har ville Leibniz uppfinna ett sprak som skulle reducera alla fornuftets sanningar till
ett dags kalkyl, dvs. det vi idag kallar symboalisk logik. Leibniz kom dock inte ensi nérheten av
att lyckas med att na detta mal.

Emellertid patraffades tva fragment (numrerade X1X och X X) i Leibniz senare verk (skrivna
omkring 1685) dar han definierade sin intervallalgebra. | intervallalgebra ar mangden man jobbar
med definierad somintervall (strackor). Tvaintervall kan dasihop till ett nytt intervall med
operationen +. De tva grundldggande axiomen for denna algebra ar:

B + N =N + B, summan av tvaintervall & kommutativ

Och

A+ A=A, ominget nytt laggs till sd uppstar inget nytt, dvs. upprepning andrar inget.

Ett exempel pa vad fragment XX innehdll ges har:

"Propaosition 10: Om & =L ochB =M, sdgalers +B =L +M"

| anzlutning till detta resultat noterar Leibriz attom & +B =L + M och A =L,
4 filier daray g att B = M, dvs. man kan inte deducera att B = M bara fir
att de farsta bed pastiendena stammer.

L . |

M angdalgebra

Denna intervallalgebra sadde froet till det som vi idag kallar méngdal gebra, som egentligen bara
ar en vidareutveckling av intervallalgebran. De linjediagram som anvands for att illustrera och
|6sa logiska problemi intervallalgebra ersattes av den engel ske matematikern John Venns
(1834-1923) s.k. Venn-diagram. For att illustrera anvéndbarheten av Venn-diagram vid |6sning av
logiska problem kan vi nyttja féljande exempel: ” Av de 418 turister pa en medelhavskryssning
behérskade 344 engel ska och 182 spanska. 123 turister beharskade bade engel ska och spanska.
Fanns det turister som inte beharskade ndgot av spraken?’

For att |6sa detta problem med hjalp av mangdal gebra underléttar det om vi forst och framst
Oversitter fragan fran svenska till méngdal gebrans mer logiska sprak. Grundmaéangden ar den
mangd som innehaller alla 6vriga mangder involveradei problemet —i detta fall, antalet turister (1).
Denna representeras av en rektangel eler ett liggande blankt pappersark. | grundméngden
representerar vi delmangder i formav cirklar, i det hér fallet &r de tva delméngderna antal et
turister som kan engelska (E) respektive antalet som kan spanska (S). De som bade kan spanska
och engelska &r snittet mellan S och E. De som behérskar minst et av spraken & unionen mellan
S och E, vilket réknas ut genom att ta summan av delméngdernas element subtraherat med snittet,
sa att vi inte réknar samma element (personer) tva ganger. Unionen &r alltsd 344 + 182 - 123 =
403.
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Eftersom unionen & mindre dn grundmangden, dvs. de som kan minst ett av spréken & mindrei
antal an det totala antalet turister, kan vi darav entydigt deducera att det fanns turister sominte
kunde nagot av spraken.

De matematiska symboler som vi idag anvander i méngdlara kom fran den italienska
vektoranalytikern Giuseppe Peano (1858-1932). Med hjdlp av dessa symboler kan vi kort och
koncist uttrycka foljande atta regler som utgor identiteterna i méangdal gebrans axiomsystem:

AUA=A {1a)
AmA=A (1)
AUB=BuUA (2a)
ArmrB=BmA 'h
AR Cl=1{A 3] i [3a)]
ARNBAQ=(ANnBnC (3h)
AUBACI=AUYBNAVC (dha)
ARBUC=AnBUlAn(C) i4b)
Aol =1 (5a)
A A =¢) {5h)
A=A tha)
A=A {6])
A I 11
A A ) (7h
(A=A (&

Notera att den forsta identiteten (1a) ar identisk med Leibniz férsta axiom som vi forut diskuterade.
Dennatyp av uppfyller Gottingenprofessorn David Hilberts (1862-1943) tre egenskaper som
kannetecknar ett optimalt axiomsystem: ” systemet ar fullstandigt, axiomen ar oberoende av
varandra oberoende och systemet & motsagel sefritt”.

Tva viktiga identiteter inom méngdal gebran kallas for de Morgans lagar. Dessa &r uppkallade
efter den indiskfédde Augustus de Morgan (1806-1871) som var matematikprofessor i London
och kom att betyda mycket for George Boole pa 1840-talet. De Morgans lagar kan illustreras med
hjdp av Venn-diagram:

(AUB=A"mE M
(1)
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2 (AmBY=A"UB

Boolesk algebra och relaterade algebror

George Boole

Engel smannen George Boole féddes och véxte upp i Lincoln. Han fick undervisning i elementér
matematik, latin och grekiska och gav prov pa stor sprakbegavning. Redan som 16-aring
anstédlldes han som larare och vid 20 &rs alder startade han en egen skola. Som autodi dakt
aterupptog Boole matematikstudierna och blev senare professor i ett collegei Cork efter en
rekommendation av de Morgan. Ar 1847 publicerades hans bok, The Laws of Thought, som kom
att placera Boole i centrum for matematisk logik.

I somor fi mellan algebror

Innan har vi sett att det bara var en ytlig skillnad mellan intervallalgebra och méngdal gebra —
samma axiom med olika symboler. Darfor ar det mdjligt att Gversétta fran det enatill det andra.
Likadant &r det mellan méngdal gebra och boolesk algebra. Unionen skrivs har med
operatorsymbolen + och snittet med * (multiplikationstecknet som prioriteras fore
additionstecknet). En Boole-algebra, B, har 4 axiom som motsvarar de i méangdal gebran:

A1 Operationerna (+) och (*) & kommutativa, vilket motsvarar (2a) och (2b) ovan.

A2 B innehdller identitetselementen 0 och 1 relativt operationerna (+) och (*), (6a) & (6b)

A3 Operationerna (+) och (*) &r distributiva éver varandra, (4a) & (4b)

A4 For varje element atillhdrande B existerar en additiv och multiplikativ inversa' i B, (7a) &
(7b)

1 motsvarar grundmangden och 0, den tomma mangden. Det & darfor logiskt att alla element,
dvs. delméngder, maste ligga mellan dessa tva. Alltsa for alla element ai en boole-algebra géller
0 £ a£ 1. Boolesk algebra ar alltsd isomorf med mangdalgebra. Senare kommer vi att diskutera
switching algebra och logikalgebra, vilka ocksa &@r syskonalgebror till méngdal gebran.

Switching algebra

MIT-professorn Claude Shannon (1916-2001) gjorde 1938 i sin master thesis en banbrytande
upptackt som kopplade samman bool e-algebra med el ektriska kretsar. Genom att studera enkla
kopplingsnat med tva strombrytare och en lampa, fann Shannon att ell&rans tva grundldggande
kopplingar seriekopplingen och parallellkopplingen motsvarar boole-algebrans * respektive +
operationer. Omvi kallar de tva strombrytarna for a och b och deras 1age for 1 och O for pa
respektive av; och vi kallar lampan f och dess I&ge 1 och O for lyser respektive lyser inte sa kan vi
illustrera nagra exempel fran boole-algebran med hjélp av kopplingsscheman:
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—l"’-'- = z
( 4} _1 —— .r"'-f{/ .
A (l)' | r > D=0
5 D= L@

Parallellkoppling: a+ a =f Seriekoppling: a* & =f
a=0,a=1,0+1=1 a=0,a=1,0*1=0
=f=1 =f=0

Genom att anvanda detta samband kan man stélla upp e ektriska kretsar | form av booleska
ekvationer och sedan forenkla. Pa sa vis forenklar man &ven kretsen och elektriska apparater kan
da goras mindre och effektivare bade nér det kommer till funktion och kostnad. Ett enkelt exempel
pa hur ett kontaktnétsforenkling gar till ser vi har:

Till att bérjamed har vi ab + a(a@ +c¢) =

—ab+aad +ac=

—ab+0+ac=

zab+ac=alb+c)

— 4 — bo— RSl Dppae e

L™~ =75 )

-—

L ogikalgebra

Forutom pionjérerna de Morgan och Boole, har &ven Bertrand Russell (1872-1970) bidragit
mycket till den symboliska logiken. 1910-1913 utgav han det tre band stora verket Principia
Mathematica, vilket senare kom att kallas ” den symboliska logikens bibel” . Logikalgebran
Oversitter logiska resonemang fran dess verbala form till en symbolisk form.

Ett pastdende inom logiken &r en utsaga som definitivt och otvetydigt antingen & sann (1) eller
falsk (0), och motsvaras av mangdldrans grundmangd respektive tomma mangd. Lat p och g vara
tva olika pastaenden. Det finns tre operationer i logikalgebran: negation p' (¢ p), konjunktion p *
g (bade p och q) samt disjunktion p v g (p eller ). Dessa ar uppenbarligen isomorfa med de
booleska’, * och +.

Implikationer och argumentering

p->q(omp, sAq) & enimplikation. Via jamforelse av sanningstabeller (tabulerande av alla
m&jliga varden och kombinationer av p och q) kan man forenkla implikationer till de ovanstédende
tre operationerna. p->qg=p' v Q.

p g p->q pvq
1 1 1 1
1 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1
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Det &r viktigt att notera att implikationen inte & kommutativ. p-> g ar intelikamed q -> p
(konversen). | defall p-> q = q-> p noteras detta med p <-> g (q om och endast om p).

Vid olika typer av argumentering anvands implikationer for att deducera slutsatser. Modus
ponens &r ett argumentationsschema som ser ut pa foljande vis:

Exempel Med symboler
Jag har &tit mig métt p

Om jag har &tit mig métt &r jag somnig p->q

Jag &r sdmnig q

Syllogismlagen &r ett annat argumentati onsschema:

Exempd Med symboler
Om jag tittar patv satittar jag pa sport a->b
Om jag tittar pa sport sa dter jag chips b->c
Om jag tittar patv sa &er jag chips a->c

Man kan forstas konstruera argumentati onsscheman med manga fler pastdenden och
implikationer. Ju mer komplicerat argumentationsschemat blir desto mer underléttar det att med
symboler komma framtill giltiga slutsatser.

En annan typ av bevisféring &r den indirekta bevisforingen. For att bevisa en implikation, p ->
g med indirekt bevisforing antar vi forst att implikationen &r felaktig. Harifran forsdker man sedan
hitta en motségelse, vilket leder till att implikationen maste vara sann. Om man déaremot vill visa
att implikationen &r felaktig antar man forst att den &r sann och forsoker sedan hitta ett
motexempel. Ett klassiskt exempel paindirekt bevisforing gavs av Euler (1707-1783). Pastaendet
lyder " polynomet m*2 + n+ 41" genererar primtal for allaicke-negative heltal n. Men n= 40 ger
inget primtal, vilket & ett motexempel och darmed &r pastdendet falskt.

Tillampning inom datateknik

L ogiska kretsar

Rent fysiskt implementeras logikalgebra med hjdlp av s.k. grindar. De &r konstruerade av dioder
och transistorer (i vilka halvliedare, t ex kisdl, var en viktig komponent) for deras formaga att
snabbt sldppa fram eller sparra strom. Rent principiellt fungerar grindarna pa foljande vis:

K opplingsschemat nedan visar en NOT-grind (dvs. boole-logikens ' operator). Pa punkten A
vilar en utifran palagd potential vilket vanligtvis &r 5 volt. B motsvarar den variabel som ska
negeras. Om B underskrider ett kritiskt vérde, t ex, 2 volt, fungerar transistorn som en oerhort stor
resistans och stryper strommen genom transistorn. Utgangspotentialen C antar da samma varde
som A. Om B déaremot 6verskrider det kritiska vardet fungerar transistorn som en ledare och
utgangspotentialen | C blir da ca 0 volt. Med likartade argument fungerar AND (*) och OR (+)
grindar. Egentligen kan alla dessa grindar hérledas ur en enda grind, ndmligen den s.k.
NAND-grinden (AND negerat), med hjalp av de Morgans lagar. Vi haller oss dock till dessatre
grindar eftersom det gor det enklare att Gverblicka hur mer komplexa grindnét fungerar.
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NOT-grind (10) AND-grind (&) OR-grind (3 1)
Numerisk berékning

De forsta datorerna var bara gigantiska miniraknare, och i manga sprak, t ex engelska, betyder
dator "raknare” . Med hjdp av ovanstéende grindar (forkortningssymboler inom parantes) kan man
konstruera s.k. grindnét for att hantera aritmetik, vilket kan ses som en témligen elementér del av
logiken. Vad som verkar otroligt men inte desto mindre &r sant &r att all kalkyl, oavsett graden av
komplexitet, kan harledas ur de fyra grundldggande additionerna0+ 0,0+ 1,1+ 0och1+ 1. De
fyrasummorna ar 0, 1, 1 respektive 2. | det binéra talsystemet representeras 2 av 10 och vi far
darmed en minnessiffra (m) och en andra entalssiffra (s). Omvi stéller upp en funktionstabell och

jamfor med Boole-funktionerna ab och a'b + ab’ far vi foljande:

a |b [M(ab) [s@b) ab+ab
o |o|o 0 0
010 1 1
1 [o |o 1 1
1 (11 0 0

Allts3, m=abochs=ab + ab’. Med hjdlp av detta kan vi bygga en s.k. half adder (halvadderare)
som summerar tva ensiffrigatal:

b
{
| ‘
e 1
|
|

1
[ b

|
BumSS ity
|

—t

Ett exempel pa hur man kan kombinera fem half adders och tva OR-grindar for att addera tva
tresiffrigatal [Xs[Xo[Xa| + |yaly2lyal, d&r siffrorna 3, 2 och 1 representerar 4-tal, 2-tal respektive ental
i det bindra talsystemet, ges har:
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Pa liknande vis kan grindnétet byggas ut sa att addition med ett storre antal siffror kan utforas.

Programmering
Genom operativsystemens implementering av kompilerad kod kan programmerare pa ett mycket
bekvamt manipulera datorns minne till att géra och kéra program. Minnet bestar av bitar vilka kan
vara antingen pa (1) dler av (0). Harav ser vi att datorer, eftersom de ar byggda av logiska kretsar,
ocksa ar isomorfa med boolesk algebra pa ren funktionell niva. Men dven programmeraren kan
komma att behtva den booleska logiken da han eller hon programmerar. | programmeringsspraket
C, t ex, sA utgor logikoperatorerna en stor del av grunden till spréket och &r mycket viktigt att
kunna da man exempelvis ska hantera s.k. flaggor. T ex, &r det inte svart att se att s.k. if-satser
inom programmering & samma sak som implikationer i logiken.

Den formella logiken lever alltsd kvar an idag, om inte s mycket hos matematiker, sa
atminstone hos datateknikerna. Implicit, finns logiken forstas 6verallt i vardagen.
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