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1. a) Harled, under lamplig forutsattning, Frenets ekvationer for en baglangdsparamet-
riserad kurva i R3.
b) Uttryck krékningen och torsionen av en godtycklig reguljar parametriserad kurva
« med hjalp av storheternao’, o” och o

Se kursboken.

2. Lat ¢: S; — S, vara en kontinuerlig avbildning fran en reguljar yta S, till en reguljar
yta Sy. Nar ségs vara differentierbar i punkten p € S; ? Visa att definitionen inte
beror pa val av lokala parametriseringen.

Avbildningen ar differentierbar i punktep € S; om det finns parametriseringay: U; —

S1 ochx,: Uy — Sy medp € x;(U;) och o(x1(U;)) C x2(Us) sa att sammansattningen
X, o pox,:U; — U, &r differentierbar ix; ! (p) € U;.

Omnuy;:V; — S; ochy,y: Vo — S, ar andra parametriseringar, sa ar koordinatbyten
y, ' o xy ochy;' o x; diffeomorfier (pa den 6ppna mangder dar de ar definierade) och
yslopoyr = (y; oxs)ox, opox;o(x;oy;) ar differentierbar som sammansattning
av differentierbara funktioner (av tva variabler).

3. Ange de asymptotiska kurvorna till funktionsytan S = {(z,y,2) € R? | z = zy}.
Bestam i varje punkt principalriktningarna. Bonuspoang for berdkning av kroknings-
linjerna.

Sattx(u,v) = (u,v,uv). Da ar

x, = (1,0,v)
x, = (0,1,u)
X = (0,0,0)
Xy = (0,0,1)
X, = (0,0,0)

Detta gerE = 1+ u?, F = uwv ochG = 1+ v%. Darmed &rEG — F? = 1 + u? + 02,
sde = g = 0, f = 1/v/1+u2 + 2. Differentialekvationen for asymptotiska kurvor ar
e(u')? + 2fu'v' + g(v')%. Inséttning ger/v' = 0, s& de asymptototiska kurvorna ar precis
koordinatkurvorna.

Principalriktningarna ar egenvektorerna till

AN = E F\ '[e f B 1 —uv 1+ u?
\F G f9) (Q+uwter); \1+0 —w )

(Obs: formel (3), S. 155, i boken beskriver den transponerade matrisen.) Faktorn framfor

o 2
matrisen kan glommas for att berakna egenvektorerna. Egenvarde@fi\ BirﬁzQ 1_27; )



. V14 u?
_ 2 2
ar —uv £ /(1 + u2)(1 + v2) med egenvektore( T2 )

Differentialekvationerna for krokningslinjerna féljer nu direkt: att vektc(ﬁh) har samma
riktning som en egenvektor ger

u v’
B —
V14 u? V1402

Integration leder tillln |u + V14 u?| — £In|v + V1 +v?| = C elleru + vV1+u? =
D(v+vV1+4+v?),resp(u+vV1+u?)(v+vV1+02) =D.

Alternativt kan man utnyttja differentialekvationen

(U’)2 Y (u/)Q

e f g
som i detta fall gert— (u')? = L (v/)2,

. Betrakta konen
S={(z.y.2) eR*| 2 =a*(a® +y?), 2> 0},

dar a € R... Beskriv geodeterna pa ytan. For vilka varden ava finns det geodeter som
skar sig sjalva?

Konen minus en generator ar isometrisk med en sektor i planet. En parametrisering ar
x(r, ) = (rcose,rsing, ar), r>0 —m1<p<m,

medE = 1+ a?, F = 0 och G = r2. Sektorn parametriseras med polarkoordinater:

x = r\/1+a2cos\/lfr7, y = 7’\/1—1—(125111\/1“17, r>0, -1 <<, saigenkE =
1+a%, F =0 ochG = r%. Sektorn ar symmetrisk om-axeln och vinkelfaltet har storlek

27 /14 a?.

Geodeterna ar bilderna av rata linjer i planet. Linjer genom genom origon ger linjer pa konen
genom origon. Alla andra geodeter gar i bada riktningar mot oandligheten.

For att bestamma om en geodet skér sig sjalv racker det p g a rotationssymmetri att betrakta
rata linjer i planet som ar vinkelrata motaxeln. Om linjen ligger helt i vinkelfaltet, sa finns

det inga skarningspunkter. Om linjen skar daremot stralen som gor en virtkél + a2

med den positivar-axeln, sa har skarningspunkten med stralen med virkelv/1 + a2
samma bild p& konen. Det finns alltsa sjalvskarningspunktey/dm- a2 > 2 ellera > /3.

. Lat x: U — S vara en lokal parametrisering av en orienterbar yta S.

a) Visa att storheten (x,,, Xyy) — (Xuw, Xu) tillhOr ytans inre geometri, d v s kan uttryc-
kas som funktion av férsta fundamentalformens koefficienter och dess derivator.

b) Visaatt produkten (EG—F?)?K = (EG—F?)(eg— f*) kan skrivas som differensen

E F F,—1a, E F LB,
F G 1q, -| F G ia,
%Eu Fu - %Ev Fuv - %Evv - %Guu %Ev %Gu 0

av tva determinanter med element i ytans inre geometri.



Derivation av forsta fundamentalformens koefficienter ger

By = (2<XU7XUU>) = 2<Xuv>Xuv> + 2<quxum;>

o
0
Fuv — %“quaxv) + <Xuaxuv>) - <quv>Xv> + <Xuv7Xuv> + <quaxvv> + <Xu>Xuvv>

0
Guu:%

Elimination av (x,,, X,,,) 0Ch (x,, Xy.) ger

2Fuv - Evv - Guu - <qu7 X'uv> - <Xuv7 X'wu> .

<2<Xv7 Xuv>) - 2<Xuva Xuv) + 2<Xv7 quv)

Enligt definition av andra fundamentalforms koefficienter ar
VEG—F?¢ = det(xy, Xy, Xyu)
VEG —F?2 f = det(xy, Xy, Xup)
VEG —F?2g = det(xy,Xy,Xyp)
Detta ger
(EG — F?)(eg — f?) = det(Xy, Xu, Xyu) det(Xy, Xy, Xop) — det((Xy, Xy, X)) -

Observera att for en matri® med raderr; och K med kolonnerk; ar elementet pa plats
(¢,7) i matrisenRK lika med (r;, k;). Sa

det(xu, Xos qu) det(xu, X va) - det((xuy Xos Xuv))2

<XU’ Xu> <XU’ X’U> <XU’ X’U’U> <XU’ XU> <X’LL’ X’U> <X’UJ XUU>
= <Xva Xu> <Xva Xv> <Xva va> - <Xv7 Xu> <Xv7 Xv> <Xva Xuv>
<qu7 Xu> <qu, Xv> <qu, va> <Xuv7 Xu> <Xuv7 Xv> <Xuv7 Xuv>

E F F -G, | E F 1B,

=| F G G, |-|F G 3Gy

%Eu Fu - %Ev <qu> va> %Ev %Gu <Xuv7 Xuv>

Da underdetrminanterna till positiof3, 3) i de bada erhallna determinanter ar lika kan dif-
ferensen skrivas

E F F,-1G, E F lE
F G 1q, -|F ¢ la,
%Eu Fu - %Ev <quaxvv> - <Xu1)7Xuv> %E %G 0

som med del a) ger den 6nskade ekvationen.

. a) Berékna GaulR3krokningen

i) for skruvytan Si: (z,y,z) = (ucosv,usinv,v),

ii) forrotationsytan Sy: (x,y,z) = (scost, ssint,logs).
b) Visa att S; och S, ar inte lokalt isometriska.

i) Med x(u,v) = (ucosv,usinv,v) far vi
x, = (coswv,sinv,0)
X, = (—usinv,ucosv,1)
X = (0,0,0)
Xy = (—sinv,cosv,0)
Xy = (—ucosv,—usinv,0)



ochE=1,F=0,G=1+u?*¢e=0, f=—-1/vVEG — F?2. Detta ger

1

K=———.
(14 u?)?

i) Med x(s,t) = (scost, ssint,logs) far vi

1
cost,sint, —)
s

xs = (

x; = (—ssint,scost,0)
X = (0,0,~5)

X = (—sint,cost,0)

xy = (—scost,—ssint,0)

ochE = (1+5?)/(s?), F=0,G=s*ce¢=-1/sV/1+5s2, f=00chg = s/v1+ s2.
Detta ger
1

b) GaulRkrokningen ar samma, men ytorna ar ej lokalt isometriska. Antag motsatsen och att
s och t &r funktioner avu ochv. Ur K(s,t) = K(u,v) foljer att s*> = v?, sds = u,

t = o(u,v). DA arx, = X, + X, X, = PuX; 0Ch 1 = (x,, %) = (1 + 1/u?) + p2u?,

0 = (x4, X,) = Qupou? 0ch1 4+ u? = (x,,x,) = p?u?. Om p, = 0 berort bara pau, sa

o.u = 0. Men det strider mot = 1 + (1/u?) + @2u?



