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1. Betrakta kurvan a(t) = (t3,1 — t,t> —t), t € R.
a) Bestam Frenets treben i den punkt dar kurvans krékning a&r maximal.
b) Bestam kurvans parameterframstéllning i det koordinatsystem déar basvektorerna
ar Frenets treben svarande mot maximal krokning.

Vihar a(t) = (12,1 — 2t — t), o/(t) = (2t,—2t,2t) och a(t) = (2,—2,2). Kurvan

ar ej baglangdparametriserad, sa krokningen ges av for%@%ﬂ. Vi beréknara/ A o' =
(—2,—2,0). Krokningen &r maximal onfr’|> &r minimal, d vsomi2t? —4¢+1 ar minimal

och detta &rnéedt —4 = 0, t = 5. Dadart = 7(1,-1,2), b = Z5(~1,-1,0) (som
enhetsvektor i riktningy’ A o) och n=bAn= f(l -1 1)

Basbytet ges av en ortogonal matris, sa inversen ar transponatet. Vi far de nya koordinater
(&, m,¢) enligt

1
£ = %(ﬂf—y—%)
= L(x— + 2)
n 3 Y
1
¢ = 5l-e-)

och kurvan blir(€, 1, () = (Jz(2t 1), z(B3* —t—1), —55) = (J=(2(t—5) —3), 53—

§)° — 13): —75). Om vi flyttar origon till a(3) och tarr = ¢ — ¢ som ny variabel far vi

kurvan (27, v/37%,0).

2. Visa den isoperimetriska olikheten: for en enkel, sluten, reguljar plan kurvaC' med
langd I som omsluter ett omrade med aread géller att 12 > 47 A.

Se kursboken, S. 34.

3. Lat f: S — R vara en funktion pd en reguljar yta i R*. Visa att f &r differentierbar
i en punkt p € S om och endast om det finnsenp € R?’ differentierbar funktion f,
definierad pa en omgivningV av p i R3, sd att f(q) = f(q) foralla ¢ € V' N S.

Funktionenf ar differentierbar i punktep € S om det finns parametriseringat U — S

sa att sammansattninggio x: U — R &r differentierbar ix~'(p) € U. Detta galler da for
alla parametriseringar. Speciellt kan vi vélja en grafparametrisering pa fofmenz) =
(z,y,9(x,y)) (efter eventuell omordning av koordinaterna). Vi definierarfnpd V = U x

R genomf(z,y,z) = f(x,y), som &ar uppenbarligen en differentierbar funktion. Omvant,
given f, sd arf(x,y) = f(z,y,9(z,y)) en differentierbar funktion av tva variabler som
sammansattning av differentierbara funktioner.

4. a) Lat S vara funktionsytan z = xy?. Bestam GauRkrokning och medelkrékning.
Vilka punkter pa ytan ar elliptiska, hyperboliska, paraboliska, respektive plana?
Finns det nagra navelpunkter?

b) Bestam de asymptotiska linjerna pa ytan.



Sattx(u,v) = (u,v,uv?). Da ar

x, = (1,0,v%)
x, = (0,1,2uv)
X = (0,0,0)

X = (0,0,20)
X = (0,0,2u)

Dettagert = 1+v*, F = 2uv® ochG = 1+4u?v?. Darmed &G — F? = 1+v*+4u?0?.
Vifar e =0, f = 2v/V1+ v? + 4u2v? ochg = 2u/V/1 + v* + 4u2v2. GauRRkrokningen ar
K= - -

EG—-F? (1+vi+4u20v?)2 — 7
Medelkrokningen &r halva sparet till

AN = E F\ '[e AN 1 —duv* 20 + 4uP?
\F G Foa) (4ot +4u2e?)s \20+20° 2u—2w! )
SaH = % Det finns inga elliptiska punkter, ty < 0. Alla punkter med
+v*+4ucv4)2
K < 0,dvswv # 0 ar hyperboliska. Om = 0 dd H = u, sdu # 0 ger paraboliska
punkter, medan: = v = 0 ar en plan punkt. Den plana punkten ar navelpunkt. Andra
navelpunkter finns inte, ty i en navelpunkt&r= H? > 0.
Differentialekvationen for asymptotiska kurvor éu’)? + 2 fu'v’ + g(v’)?. Insattning och
multiplikation med rotfaktorn gedvu/v’ + 2uv? = 0, sdv’ = 0 eller 2vu’ = —uv’ som
ger diffekvationen2% = —%“. De asymptototiska kurvorna ar kurvorma= konst och

u?v = konst.

. a) Visa att en geodet pa en yta, som ar ocksa krokningslinje, ar en plan kurva.
b) Visa att en (gj rattlinjig) geodet pa en yta, som ligger i ett plan, &r en krokningslinje.

Om « &r geodet och krokningslinje, ligger i ett plan med normalvektoN A o', dar N ar
ytans normal. Detta &r en nollskild konstant vektor( W A /) = N' Ao/ + N A o” =0,

dar villkoret krokningslinje ger atfv’ och «' ar linjart beroende, medan geodet betyder att
o’ ar en multipel avN. Nu géller (o, N A o) = (o/, N A @’) = 0 sa kurvan ligger i ett
plan (o, N A o) = konst.

Om kurvan ar en geodet @&” en multipel avN. S& oma” # 0 ligger N i kurvans plan,
och N’ ligger i samma plan. Eftersody’ &r vinkelrat motN masteN’ vara en multipel av
o’. Sa kurvan ar krokningslinje.

. Diskutera hur geodeterna ser ut pa rotationsytanM c R3, dar M &r

M={(z,y,2) |z=1, 2* +y* > 1}
U{(z,y,2) | 2= —1, 2* +y* > 1}
U{(z,y,2) [ |2l €1, 2° + 4% = p(2)}
med ¢(1) = p(—1) = 1 och p(z) saddant att M &r en glatt reguljar yta.

Ytan bestar av tva parallella plan med ett hal. Det enklaste sattet att fylla halet ar foljande,




dar snittet medy, z)-planet &r ritat. | planen &r geodeter réta linjer. Vidare &r varje meridian
(som ritad) geodet. En parallell &r bara geodet@ifr) = 0. | det ritade fallet finns det bara

en sadan parallell.

| planen finns rata linjer som missar halet. Meridianer skar randcirkeln vinkelrat och gar ge-
nom halet. Fragan ar vad som hander med linjer som har en annan infallsvinkel. Ur Clairauts
relationr cos ¥ = konst foljer att det finns en vinkel), sa att geodeten kommer upp igen

ur halet omy < vy, medan omy > ¥, sa gar den genom halet och slutar som rat linje i
det andra planet. Fat = 9, kan den minsta parallellen, som ar geodet, inte vara tangent, sa
geodeten har parallellen som limitcykel, och fangas saledes i halet.



