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1. a) Definiera vad som menas med normalkrékningen av en kurva pa en reguljar orien-
terad yta.
b) Visa att alla kurvor som ligger pa en reguljar yta och som gar genom en fix punkt
pa ytan och dar har gemensam tangent, har samma normalkrokning.

Lat v vara baglangdsparametriserad. Kurvans krokning fasffarKomponenten i ytnor-
malens riktning kallas for normalkrékning;, = +" - N.

Eftersomy” = (o, + o,v") = o, + 00" + 0 (W)? + 204UV + 0y, (V) Er kK, =

7" N = L(u)* 4+ 2Mu'v' + N(v')?, dér L, M och N &r koefficienterna i andra funda-
mentalformen. Normalkrokningen beror bara pa tangentvektorn och darfor har alla kurvor
som har gemensam tangent, samma normalkrokning.

2. Visa fyrvertexsatsen: pa en enkel sluten konvex reguljar plan kurvaC &r x, = 0 i
minst fyra punkter.

Om funktionenk, ar ej konstant, antar den maximi- och minimivardet, sag och Q.
Antag nu attP och @) ar de enda vertex. Strackd), som vi kan anta ligger pa-axeln,
delar kurvan i tva delar. Pa den enasr> 0, pa den andra’, < 0; vi kan anta atty < 0
dar. D& ar[, yx.ds > 0. A andra sidan ger partialintegration

/ yrLds = —/ Y keds = / 2"ds =0,
c c c

eftersomt’ = k.n, dart = (Z) ochn = (7¥'). Motsagelsen visar att det finns en tecken-
vaxling till for .. Om det finns tre teckenvéxlinger, sa finns det fyra.

3. Rotationsytan till kedjelinjen kan parametriseras med

o(u,v) = (H“ cos v, 2 ).
Visa att ytan ar en minimalyta.
Vi beréknar
u?— 1 : 1
0w = (%2 cos ' 2)
o, = (- 1*“ sin v, JQF ,0)
Ow = (u% COS v, 3 sin 1)7 = )
Ow — ( ) )
u 2 3
Ow = < 1+ ; ) )
Detta gerE = (452, F = 0, G = (“22:1)2, L=-% M=00chN = 1.S&

_ L N _
H=L 4+ Y=y,



4. a) Betrakta avbildningen o: R* — R*, o(u,v) = (cosu,sinu, cosv,sinv), vars bild ar

en torus i R*. Berékna £ = o, - 0, F = o0, - 0, och G = o, - 0,, Och visa att
Gaul3krokningen K ar noll i varje punkt.

b) Visa att man inte kan lagga en torus iR3 sa att GauBkrokningen K ar noll i varje
punkt.

a) Vi haro, = (—sinu, cosu,0,0) ocho, = (0,0, —sinv,cosv), saF = 1, F = 0 och
G = 1. Torusen ar isometrisk med planet, 5= 0
b) En kompakt yta iR? har minst en punkt dar GauRkrokningen ar strangt positiv.

. Lat v: (o, B) — R? en reguljar baglangdsparametriserad kurva med krékning x(s) #
0 for alla s € («, 7). Regelytan

o(s,v) = (s) + vb(s), (s,v) € (o, f) xR,

dar b(s) ar kurvans binormal, kallas binormalytan till kurvan ~.

a) Visa att parametriseringen &ar reguljar i varje punkt.

b) Berékna Gaul3krokningen K .

c) Visa att kurvan ~ ar en geodet pa sin binormalyta. (5p).

a) Lat (t,n, b) vara Frenets trieder. Vi har, = v/ +vb' =t —vrn, 0, = b, S0, X 0, =
t xb—wvrn xb = —n —vrt, med langdy1 + v272 # (0. Darfor &r parametriseringen

reguljar.
b) Fran ovanstaende far ¥ = 1 + v?>72, F' = 0 och G = 1. Eftersomo,, =0 ar N =0
ochK = % = _M2 .Ur o, = —7n farvi det(o,, 0,,04,) = det(t—vrn, b, —mn) = 7

ochM =71/v1+wv 72. Darmed ark = —72/(1 + v?72%)2.
c) Pa kurvany gallerv = 0, sa ytans normal &-n och~” = t' = kn har samma riktning.
Darfor ar~ en geodet.

. Betrakta kartan for Mébiusbandet
o(t,9) = ((1 —tsin2)cosd, (1 — tsin 2)sinv, tcos L) ,

definerad pAU = {(¢,9) e R* | -1 <t <1, 0< 9 < 2n}.

a) Berakna forsta fundamentalformen

b) Visa att avbildningen f:U — U, f(t,9) = (—t,2w — ), inducerar en avbildning av
Mobiusbandet pa sig sjalv, som ar en diffeomeorfism. Ar den en isometri? (motivera
ditt svar).

9 4 9

a)Uro, = (—sin 2 cos ), —sin Zsind, cos 2), oy = (—(1— tsinﬂ)sinﬁ—icos—cosﬁ(

ts1n"9)00519——cos—sm19 —Lsin?)farviE=1, F=00chG = (1 —tsin%)? +—

b) Eftersomf ar en dlffeomorflsm aw far vi en diffeomorfism avo (U). For att se att
den kan utvidgas 6ver hela ytan tittar vi i en annan kdftadar —m < ¢ < w. Vi har
a(f(t,9)) = ((1 + tsin(r — 2)) cos(27r — ), (1 + tsin(r — ) sin(2r — 9), —t cos(m —

g)) (1 +tsin% )(30819 —(1 +tsins )811119 t cos '29) ((1 — tsm(—ﬁ)) cos(—1), (1 —

tsin(—2))sin(— 19) tcos(—2)). PAU har vi avbildningenf (¢, 9) = (¢, —9). Avbildningen

2
ar ej en isometri, ty forsta fundamentalformen bevaras e;j.



