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DEN ISOPERIMETRISKA OLIKHETEN

Problemet, vilken plan sluten kurva av given lingd omsluter storst area, var (med sin
16sning cirkeln) redan ként i antiken. Det beriittas att den feniciska princessan Dido, som
grundade Kartago, kopte sa mycket land som hon kunde omsluta med en oxhud. Den lit
hon sonderskéra i fina remsor och darmed inhdgna ett stort omrade. Ett tillfredsstallande
bevis att cirkeln ar 16sningen, drojde emellertid.

Pa 1800-talet gav Steiner geometriska konstruktioner, som utgaende fran en kurva, som inte
ar en cirkel, leder till en kurva med samma omkrets men stérre omsluten area. Dirichlet,
hans kollega i Berlin, férsckte forgives 6vertyga honom att det inte récker som bevis, om
inte existensen av en 16sning visas.

Nufértiden finns det manga bevis. Beviset som féljer hiarstammer fran Hurwitz. Den ana-
lytiska delen kan isoleras i féljande lemma.

Wirtingers olikhet. Ldt f(t) vara en styckvis glatt, kontinuerlig 2m-periodisk funktion
med medelvirde 0, d v s fo% f(t)dt = 0. Dé dr
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med likhet om och endast om f(t) = acost + bsint, ddr a och b dr konstanter.

Villkoret for likhet kan med hjéalp av additionsformlerna for sinus och cosinus formuleras
som f(t) = acos(t + b), dér a och b &r (andra) konstanter. Vi anvinder nu olikheten for
att visa den isoperimetriska olikheten.

Sats. Lat v vara en enkel sluten kurva med lingd 1, som omsluter en area A. Da dr
12 > 47 A med likhet om och endast om ~ dr en cirkel.

Bevis. Vi parametriserar v med konstant hastighet [/27. Genom forflyttning far vi anta
att 0277 z(t)dt = 0. Nu ér [?/27 = 027r I~ (t)]]2dt = (]Qﬁ(x’)2 + (y')*dt. For arean har vi med
2
Greens sats formeln A = ffim(,y) dredy = ;" xy'dt. Detta ger
27 2w 2m
I? —47A = 2%/ () + (v)* — 2z/dt = 27T/ (z/)? — 2*dt + 27r/ (v —x)dt >0,
0 0 0

dér den forsta integralen &r ej negativ enligt Wirtingers olikhet, anvind pa funktionen z(t),
och den andra har en icke-negativ integrand.
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Likhet géller om och endast om z(t) = acos(t +b) och ¢y = z, s& y(t) = asin(t + b) + c.
Eftersom +/(2')? + (y/)? = 1/27 &r a = /2w, s& ~ ar en cirkel med medelpunkt (0,¢) och
radie /2. O

Det kanske mest naturliga bevis for Wirtingers olikhet anvinder Fourieranalys. Det finns
elementéra bevis. Har foljer beviset ur [Hardy, Littlewood, Polya. Inequalities|. Forst ana-
lyserar vi beviset for Wirtingers olikhet i den version som Pressley ger for en glatt funk-
tion f:[0,7] — R med f(0) = f(x) = 0 gdller [ f2dt < [J(f")?dt med likhet omm
f(t) = asint.

Vi vill visa att [) (f')* — f2dt > 0. Detta galler om [['(f")? — f2dt = [](f' — fv)3dt
for en ldmplig funktion ¢. Vi behdver att [ 2f f'1h — f*(1 + ¢*)dt = 0. Funktionen F' =

f?¢ #r en primitiv funktion om —¢’ = 1 + 9?. Detta éir en diffekvation med lésning
Y(t) = —tan(t + to). Funktionen 1 &r Gverallt definierad pa intervallen (0,7) om vi tar
to = am, si P(t) = <L Vidare dr F(0) = F(r) = 0: for en kontinuerlig deriverbar

funktion f(t) med f(0 ) = 0 gilller att f(t) = tf(¢). Vi har niimligen f(t) = f(t) — f(0) =
fo ( f(at) )d:v = tfo f'(zt)dx. Pa samma sitt behandlas integrationsgransen ¢ = 7r
Saledes ar [ 2f v — f2(1+4?)dt = F(r) — F(0) = 0, dér ¢(t) = <=L Nu ar [[(f

sint*

frdt = [7(f — feh)2dt > 0 med likhet omm f/ — f<=L — (. Detta &r en diffekvation med

sint sint

16sning f(t) = asint. Vi kan komma fram till detta genom att sétta f(t) = g(t)sint. Da
ar f' — fi = ¢'sint, och ¢’sint = 0 for alla ¢ ger att ¢’ =0, d v s ¢g &r konstant.

Beuvis for Wirtingers olikhet. Vi kan inte direkt anvinda argumentet ovan, ty f/sint har i
allménhet polstillen. Tricket &r att forst observera att det finns ett tal ¢y, 0 < tg < 7, med
f(to) = f(to+ m), ty funktionen h(t) = f(t) — f(t + 7) har motsatta tecken for ¢ = 0 och

= 7. Lat f(tg) = f(to+m) = c. Nu kan vi anvinda det tidigare argumentet pa funktionen
F(t) — ¢ med (t) = <U=t) i far

sin(t—to) *

[Tor-u—ea [T (-0 -a@0) an gl

sin(t — to) sin(t —to) |,

Detta ger )
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med likhet omm f(t)—c = asin(t—ty). For att fa bort ¢ ur olikheten anvinder vi antagandet
2T fdt =0, sa 2¢ [T fdt = 0. Vi far

27
/ (f')? = f2dt > 2nc* >0,
0

med likhet omm ¢ = 0 och f(t) = asin(t — tp). O



Fourierutveckling.

For funktionerna sin mt, cos mt géller att fo% cosmt cosnt dt = fo% sinmtsinnt dt = 0 om

m # n, medan fo% cos’ mt dt = fO% sin?mtdt = m for m > 0, och fo% cos mtsinnt dt = 0.
Detta kan visas med additionsformlerna for sinus och cosinus. Vi har bekantligen

cos(m + n)t = cosmt cosnt — sinmt sinnt ,

cos(m — n)t = cos mt cos nt + sinmt sinnt .

Pastaendet foljer nu eftersom fo% cosktdt =0 om k # 0, och har virdet 27 for k = 0. Pa

. o 27 . .
samma satt far man fo cosmtsin nt dt = 0 ur sinusformeln.

Varje 2m-periodisk funktion f(¢) kan nu utvecklas som
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f(t) ~—+ > (apcoskt+ bsinkt) ,
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dér a,, =+ 0% f(t) cosmt dt och by, 0% f(t)sinmt dt. Fragan, nér serien konvergerar

punktvis mot f(t), tas upp i Fourleranalyskursen. Detta &ar sant for styckvis glatta, konti-
nuerliga funktioner, och da far vi skriva likhetstecken. Fourierutvecklingen for f’ fas genom
att derivera serien:

= (—kaysin kt + kby, cos kt) .
k=1

V1 visar nu Wirtingers olikhet. Antagandet att fo t)dt = 0 ger att ag = 0. Vi berdknar
T R)dt = Y w(a? + b2) genom att termvis 1ntegrera Fourierseriens kvadrat. Pa
samma sitt dr fOZTr(f’)Z(t)dt =Y o m(k*a; + k*b}). Detta ger

/%( — fdt = Zn —1)(a +b2) >0,
0

med likhet omm a, = b, =0 for alla k > 2, d vs f(t) = ay cost + by sint. O]

Ovningar

1. Lat ~v: [a, 8] — R? vara en kurva av lingd [ med dndpunkter pa y-axeln, som tillsam-
mans med stricken v (a)v(/3) bildar en enkel sluten kurva, som omslutar en area A.
Visa att [? > 27 A med likhet om och endast om - dr en halvcirkel. Ledning: anvind
Wirtingers olikhet i bokens form.

2. Anvind foregaende Gvningen for att visa den isoperimetriska olikheten for konvexa
kurvor.



