10.

Ovningsexempel i Fourieranalys 2003

. Funktionenf (z) ar 2-periodisk, octf (z) = (z + 1)? for -1 < = < 1. Utveckla

f(z) i komplex trigonometrisk Fourierseriedk en 2-periodiskdsning till ekvatio-
nen

20" —y' —y = f(x).

. Funktionenf (¢) ar 3-periodisk, och

t for 0<t<1,
f)y=4 1 for 1<t<2,
3—t for 2<t<3.

Bestim, i form av en trigonometrisk Fourierserie, en periodisgaing till differen-
tialekvationen

y' + 3y = f(t).

. Utveckla funktioneros z i sinusserie f intervallet(0, Z). Anvand resultatetdr att

berakna

i s
2_1)2°
— (4n? —1)

. Latf(t) = 1—t2for|t| < 1 och it f vara 2-periodisk. Beam en beginsaddsning

till

ot ox?’

ou  0*u
= — t>0,—00 <z < o0,
u(0,t) = f(t), —oo <t < o0.

. Los Laplaces ekvatiohu = u,., + r~u, +r"2ugg = 0 i cirkelringenl < r < 2

(polara koordinater) med randvillkorem(1,6) = 0,u(2,6) = f(0), dar f(6) ar
2m-periodisk, och

FO)=1-— for |o|<m.

. Fouriertransformera

t b) 1 o) 4
(12 + a?)?’ (12 + a?)?’ (t2+1)(t2+2t+5)’
d)elsindt (a>0,b>0).

a)

. Funktionenyf () har Fouriertransformefi(w) = —2. Berakna

THwt
a) /_OO tf(t)de, b)f(0).

oo

_ . 1 —iw si
. Funktionenf (¢) har Four|ertransforme?+—w ey Berakna/ | f(t)]?dt.
w W

— 00

. Belékna/ Y gy med hilp av Fouriertransform.

oo (2?2 + 1)

. . 1 e
Funktionenf (t) har Founertransformew. Ber'akna/ |f * f'|?dt, dar «
w

— 00

betyder faltning.
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Ange Fouriertransformen till functionen

2
ﬂei“’tal(,u.

=[5

Berakna a) / f(t)costdt, b) / (t)|?dt.

oo

Lat £(¢) / Vwe” coswtdw. Berakna/ | (t)|?dt.

o0

Bes&m en bsning till ekvationen

t

o' (t) + 2u(t) + e_Qt/ e*u(t)dr = §(t).

— 00

Los integralekvationen

/000 e Tu(t —T1)dr — /0 eTu(t — 7)dr = V3u(t) —

— 00

Bes&m en bsning till ekvationen

For ett linjart, tidsinvariant systeméadier att |n5|gnalen1+—t2 ger upphov till utsig-

nalenﬁ. Berakna impulssvaret, svarehposwt. Ar systemet kausalt, sta-
bilt?

Ett linjart, tidsinvariant system har impulssvahgt) = e~4¢*. Laty(t) vara svaret
pa insignalere—t". Berakna/OO e h(t)y(t)dt.

— 00

For ett linjart, tidsinvariant systeméadjer att |n5|gnaleqH—t2 ger upphov till utsig-

nalene=2t". Berakna utsignalen (i form av en komplex Fourierserié) jmsignalen
ar impulshget

o0

> [26(t - 2n) = 6(t — 2n — 1))].

n=—oo

Latx(n) varaN-periodisk, och

1, dd 0<n<k-1,

z(n) =
0, dd@ k<n<N-1.

Berakna den diskreta Fouriertransformen ochéaml/Parsevals formebdf att beékna

2ﬂﬂk

Z —
= 1 — cos £

N

Bes&m den diskreta Fouriertransformen till signalen (sekvensgn) = sin n—]\? n
0,...,N —1,z(n) N-periodisk.
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) . sin% . ) )
. Visa att funktionermna,, (r) = —2¢™* ar parvis ortogonala L?(R). Bestim

R T
talenc,, sa att
[ X et
‘— — c @n(x)‘ dz
2 n
U B Mt
minimeras.

1
Besam den dsningy(x) till "’ — y = 0 som minimerar/ 1+ —y(x))d.
-1

Besam samtliga eger@rden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

"+ A =0, 0<z<a,
f(0) = f'(0) =0, f(a)+2f'(a) =0.

Besam samtliga eger@rden och egenfunktioner till Sturm-Liouville-problemet

d du
_ —4x Az _
e (e _d:v> Au, 0<z<l,

w(0) =0,  u'(1)=0.

Utveckla funktionere=2* i Fourierserie m.a.p. egenfunktionerna.

Los problemet
u  0%u
— t+ 5= = 0<r<2,0< 1
81‘2 Jr 6:[/2 y? x ) y < 3
u(z,0) =0, u(z,1) =0,

u(0,y) =y —y*, wu(2,y)=0.

Los problemet
0%u  Ou
l+t—=—, 0<x<1,t>0,
o T o v
u(0,t) =1, u(1,t) =0,

u(z,0) =1 — 22,
Los problemet

ull, +uy, +20u=0, 0<z<1,0<y<l,
u(0,y) =u(l,y) =0,

u(z,0) =0, uw(z, 1) = 2% — 2.

Los problemet
ou  0%u

ot 0a?
u(0,t) = u(l,t) =0,

=tsinz, 0<zx<1,t>0,

u(z,0) = sin 27z,



29. Los problemet

ou 0%u

— =2— 1

5 922’ O<z<l1l,t>0,
0,t) =t+1,
1,t)

7t :07

u(
ul
w(z,0)=1—x.

30. Los Laplaces ekvationhu = 0 i omradet0 < 6 < %, 1 < r < 2, (polara koordi-
nater i planet) med randvillkoren

u=0forr=1, u.=0forr=2,

uw=0foro =0, u:rqureg.

31. Utveckla funktionerin(2sin ) i trigonometrisk Fourierserie (reell form).

32. Ett cirkuhrt membran med radie paverkas av en periodisk yttre kraftin wt lik-
formigt fordeladover membranet. & de transversella &ngningarna har vi allés

ekvationen
1 0%u q .
U — 22 =% sinwt, u|p=q=0.
Bestim den statioéra s\ngningsbrelsen (dvs. endksning av formenu(r,t) =
v(r) sinwt). Vilka ar resonans(vinkel)frekvenserna?

33. Losvarmeledningsekvationerj = Au = V2w ien cylinder med radieb Andytorna
ar isolerade, medan mantelytar= b (cylinderkoordinater) lyder avsvalningslagen
u+ 2u;. = 0. Begynnelsetemperaturénu|,_ = r? = 22 + y2.

34. a) Besitm en beginsad dsning av formenu(r, t) = v(r)e! till ekvationen

2

Pu 10/ Ou n
a7 =y or(Tgy) ~aw 0<r<a
u(a,t) = et

darn > 0 ar ett heltal. Br vilka varden @w > 0 finns en &dan bsning?

b) Latw vara €xdant attdsningen i a) existerar. Visa hur den kan amngas ér att
losa

Pu 10/ Ou, n?
W:;E(TE)—T?U, 0<T<a,t>0,
u(a,t) = sinwt, u beg@nsad
u(r,0) =0, ug(r,0) = 0.

Evenutellt brekommande integraler béver inte beéknas.

35. Los Laplaces ekvatioR?u = Oicylindernf = /22 4+1y2 < R, 0 < z < L, da
u=0forz=0o0chz = L, ochu = sin 7% (1 — cos 7 ) forr = R.

36. Los Laplaces ekvatioR2u = Oicylindernf = /22 4+y2 < R, 0 < z < L, da
u=0forz=0o0chz = L, ochu = sin 72 (1 — cos 7% ) forr = R.

37. Besam det polynonmP(z) av hbgst andra graden sondgintegralen
/ [Vx — P(x)]?e”*dx da liten som ndjligt.
0



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

Besam det plynomP(z) av hbgst andra graden sondigintegralen

[z* — P(z)]%e*"/2dz sa liten som nidjligt.

Besam det plynomP(z) av hbgst andra graden sondigintegralen
/ [e*/4 — P(x)]2ze~"dx sa liten som ndjligt.
0

Besam det polynom av formeR (z) = 23 + ax? + bz + ¢ fo r vilket
1
/ [P(x)]?dx ar sa litet som nijligt.
0
Visaatt/1 Py (z)d L(3/2
Trom(X)dr = = .
0 2 3 m + 1

Be&kna, t.ex. med Bjp av genererande funktionef,, (0), dar H,, ar Hermites
polynom.

Visa Bljande formel &r (de generaliserade) Laguerrepolynoniériz):

d @ «a
%Ln+l(x) = _Ln+1(x)'

(Ledning: Anm&nd genererande funktionen.)

Los Laplaces ekvatiohu = 0 i omradetz? + y? + 22 < R? med randvillkoret
u=z(x? +y?) daz? +y% + 22 = R2

Los Laplaces ekvatioAu = 0 i omradet) < a < r < b (sfariska
koordinatet ) med randvillkoren

u=1+cosf, dar=a,

u = cos 26, dar =b.
Sk en begansad dsning till
Uy = Kgy, —oco<x<oo,t>0,
w(z,0) = (1 —222)e ", —oo<a < o0.
Los problemet
uy, +uy, =z, 0<r<1, —00<y< oo,
uz(0,y) =0,
u(l,y) = ye
Lat f tillhora L?(R)) och 9k en bsning till
82_u+@_0 —o<r<oo O<y<a
ax2 ayQ - ) I y I
u(z,0) =0, u(z,a) = f(x).
Visa att - o
[ pPar< [ if)Pds

1

r=rcos¢sind,y =rsin¢sinb, z = rcosf
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Besam en periodiskdsning till ekvationerny” — ¢’ +y = f'(t), dar

ft) =

0 for 0<t<1,
t—1 for 1<t<2,

och f ar periodisk med period 2. (Mefl(¢) avses distributionsderivatan.)

Om funktionenyf galler att

f(t):{ -1 for 0<t<1,

1 for 1<t<3,

och attf(t) ar 3-periodisk. Begim f’(t) (distributionsderivatan) och utveckJd(t)
i komplex triogonometrisk Fourierserie. Afmd resultatetdr att beakna Fouri-
erserieutvecklingen ayi(¢).

Beikna Bljande funktionen (dvs békna summan och uttrycka den m.h.én#a
funktioner)

>, sin(2n — 1)0
f(a);(én_l)g)

Beikna den komplexa Fourierserien till den periodiska funktiofigr) somar lika
medz(z? — 72). Vadar seriens summan i punkter2a och3x /2?

Los problemet
Upe +1=up, 0<x<2,t>0
u(0,t) = 0, u(x,0) = z — 22,
u(2,t) = =2, u(z,0) =0

Los foljande Dirichletproblemetgpenhetsskivan

Upg + Uyy =0, 7 = Va2 +y2 <1

dar funktionenf ar funktionenf () = sin? @ + cos @ (i polarkoordinater)

Lat

Qn(z) = d;zj" ("(1-2)"), n=0,1,2,....
Q,, ar ett polynom av grad.
(a) Besm den ledande termen och den konstanta termigr{).
(b) Bestim normenj| Q.|| av Q.. (x) i L?(0,1).

(c) Bevisa at),,(z) ochQ,,(z) &r ortogonala £.2(0, 1) omn # m.

Funktionery () ar kontinuerlig och har Fouriertransformg(t) = 1“(1571552) Besaim
£(0) och [, f(x)da

Besam Bsningenf (¢), t > 0, till ekvationen

1) = £+ () +3 / F(r)dr = 2!

med begynnelsevillkof (0) = 1, f/(0) = 0.



58. Latu(x,t) vara bsningen til begynnelsévdesproblemet

U = ClUyy, 1>0,0<z<T
u(0,t) = u(mr,0) =0,
’U;(l‘,O) = 07 ut(x,O) = g(l’)

/ ez, £) P < / lg(a) P
0 0

(Ledning: Los uppgiften med variableseparation).

Bevisa attdrt > 0,

59. For vilka k kan Du garanterg € C®), dar

@ =3
0

o E: 2%

Svar
4 2 K (=D)"(A+inT) s 4 2
s= s 3 BTG e 5 oG
n#0 n;é
2 o= 3(1—cos22T) 2nmt
2. y(t) == — 3
y(t) 9 ;7‘(‘ 2n2(3 — 4n2n?) *73

> 2

8 :
3. cosz = - Z 4n2n7 1 sin2nz (0 <z < g) Summan bllrg—4.

2 = == nmw
4. u(z,t) =3 2:: n2 ¥ cos(nmt — ,/7zx)

2 2 (—1)™ s ing
) 1 “ no__ ny ,in
S T 2  n2(2n EEED RS

n;éO

6. a)f%wefal“" b) (1+a|w|) —alwl

3
C) lioe_lwl(l - Qngnw) - 1106_2‘“"6”’ (5 - 2isgnw)

diabw
(W? + 2bw + a? + b?)(w? — 2bw + a2 + b2)

d)—

7

)1+ inT)

27127r2 +inm +1)

INTE
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1
2
m(l—e 1)
S
9
5 2w ... T T 2
flw)= T for0 < w < 2, 0 for dvrigt. a)§ , b)27r(ln3 - §)
S@+
O(t)e 2t cost

u(t) = %e_t/‘/ge(t) + %e\/gt(l —0(t))

26_2“‘ —te 20(t)

1 t . .
h(t) = AT z(t) = coswt gery(t) = %ef'“' sin wt; ej kausalt, stabilt.
7T o—5/96

2 «— 1 .
\/; Z |:1 _ 5(_]_)n:| e—n27r2/8+2|n|ﬂ'ezn7rt

n=—oo

summan blik(N — k).
= sin &

X = 3 almjemien/N = SN
0 COS =§~ — COS 7
m(ez —e 2)e~ "l forn £0

Cn =
or(l — e 2) forn =10

2sinh1 2¢~!

LL coshx + 1,67 sinh x

58inh2+1 5sinh2 —1

Egenéarden:\, = vZ, dar v, ar de positivadtterna till ekvationenan va = 52—

A1 = r—[3?, dar3; arden positiva roten till ektanh 3 = g; up(x) = e ** sinh B2
An = 4+ (2, dar B,,n = 2,3,..., ar de positiva dtterna till ekv. tan 3 =
g Up(z) = e™2® smﬂnx

= \/ 2(—

1 1) 1
u(z,y) = 6(y ) +ﬁzm&mhnwx+7smhnw( 2 —z))sinnmry
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8 ad 1 2 2_2 3/2
- 1_ 2 IR {C1 5 2 DRl (CF xR P
u(z,t) =1—-x+ 3 kz:o 2T 1)36 3 sin(2k 4+ )7z
u(z,y) = _8 sinﬂx—sm( 20-my)
W E T sin /20 — 72

8 1 ,
- Z CE] sin(2k + 1)z
k=1

sinh(y/(2k + 1)272 — 20y)

sinh \/(2k + 1)272 — 20

o0
2 t 1 2_2
u(z,t) = e 4™ tsin 2421 sian(—l)”*ln%TZ_ e (I—e ™™ t)] sin nrx
n=1
— 1 2,2
w(z,t) = (t+1)[1—=x)+ Z n37r3( —2T ) sinnrr =
n=1
z z .’£3 - 1 —2n?n?t
= (t+1)(1fx)+zfgfﬁ+zn3ﬂ3e sin nmx
=1
w(r.6) = i 2(n+ L) Z5(~1)" — 1] sinh(n+ 1)z sinn + 17T
’ - T . 71-2
= (n+ Dl(n+ 3)%(Z5)2 + 1] sinh(n + 1) 2’ 2

sin(2sinz) = 2 Z Jok+1(2) sin(2k 4+ 1)z

k=0
Jo(2)

(J()(w_:) — 1) sinwt

. C "
res.frekv.ar —ag », darog ,, n =1
a

qc?

Sw?

,2,..., arJy:s positiva nollsallen.

o 80°[(2+ §)af —2b] enye, . copr .
t) = 2.k Gt (== ), daray ard dtterna till
u(r,t) ,;ai(‘lai-FbQ)Jo(ak)e b J0< b ) ar oy, ar de positternati
2
Jo(a) + gaJ{)(a) =0.
In(wr)
a. = omJ, :
v(r) T (wa) Jn(wa) #0
Jn(wr) . > .oyt aETN iy ;
b. u(r,t) = sinwt+Y _ agsin——Jy (—) daray, ar de positiva nollstlena
JIn(wa) Pt a a
till J,,(z), och
2w @ T ( 2wa )
ag = — Jn(wr)dp | — )rdr| =
b aak[JnH(ak)]an(wa)/o (wr) ( a ) (w?a? — o3) Jnq1(ag)
L(F) . w2 1L(%F) . 2nz
u(r, z) = sin — — = sin —=
) (%) 20(3%) L
VT 1y
16 (34 6x 5% )
3(222 4+ 12)
8 2
— 1
81(:1: +12)
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49. f

50.

51.

52.

53.

54.

55. f

56.

u—gR2z+§( +y?+ 2%z - 28
5 5
1 4ab a (b
“(’"’9)_3(177@( e b) + () et +
203 , a’ 9
A % B 201
+3(b5—a5) (r r3>(3c05 0—1)

4kt + 1 — 222 2

u(z,t) = W@ TerFT

1, 4 4 [ n coshnx |
=2 -1)+-= d
u(z,y) 6($ )+ 7r/O (1+12)2 coshy smyan
L [ sinh8y ;. e 1 /°° sin ¥
et g a t)dt
u(z,y) = 27r/ sinhgaf(f) f( 2a 0 coshM +cos f( )

y(t) _ Z nm— 2(1 — (_1)n) einﬂ't

2nm(n?m2 — 1+ inw)

n=—oo

n#0
oo <2 2 - an
) =2 5(t —3n—1) —6(t — 3n)] = S —1)em St
n#0
1 L S
1 == in t
fH) =3 +n:Z_m p
n#0

f(0) = —%(36% — 36), 0omf > 0 och f(6) = — f(—6) omb > 0.
12 Z?:l M .0 resp
u(z,t) = _% + 85 m cos((2k + 1)7t) sin( (2/€J2rl)7rx)

u(z,y) = —1(z* —y* — 2) + Lz elleru(r,§) = —1(r?cos20 — 2) + Lrcosf (i
polarkoordinater).

(a) ledande termedr (—1)"(2n)(2n — 1) ... (n + 1), konstanta termeér n!. (b)
(2n)!.

FO0) =1, [* f()

£(t) = Let + fe .

10



