Omtenta for Linjar Algebra

1.1. 28/2 2000

1 Finn samtliga invarianta underrum till matrisen

-2 -1 4
4 -3 8
-2 =2 7

2 Vihar 2°—1 = (z—1)(2* +23 +2%+2+1) dér bada faktorerna ir irreducibla
over Q.

i) Slut av detta att det dr omojligt att finna en 2 x 2 matris A # I av ordning
fem (d.v.s. A° =I) med koefficienter i Q

ii) Men att det &r mojligt att finna en 4 x 4 matris med denna egenskap. Ge
exempel pa en sadan.

iii) Visa att 6ver Q(4/5) splittras fjardegrads polynomet i tva kvadratiska poly-
nom, och utnyttja detta for att skriva ner en 2 x 2 matris av ordning fem med
koefficienter i denna kroppen.

Hint: Over C har vi splittringen

it 2 a4l = (- p)(w—p*) (@ —p*)(x —p*)
déir p dr en primitiv femte rot (d.v.s p # 1,p° = 1) Sitt 0 = p+ p* och visa att
1,0,6?% dr linjdrt beroende éver Q och satisfierar sdledes en andragrads ekvation,
bestim denna, och visa att p? + p? satsifierar samma ekvation.

3 Lat M vara en matris sadan att summan av alla kollonvektorer &r en konstant
(= A). Visa att A ar ett egenvérde till M. Visa dven att samma sak géller om
summan av alla rader ar en konstant. Vad kommer egenvardet att vara i detta
fallet.

4 Bestam alla unitara 3 x 3 matriser med determinant ett. Speciellt berdkna
antalet sadana.

5 Lat S3 operera pa alla vektorrummet V' av homogena polynom av grad fem
i tre variabler x,y, z genom permutation av variablerna.

i) Finn en bas for alla invarianta polynom

ii) Splittra upp V' i irreducibla komponenter.

6 Lat E vara en 4 x 4 permutations matris (d.v.s en som permuterar bas vek-
torerna).

i) Visa att permutations matriserna utgoér en grupp isomorf med Sy.

i) Vilka dr de mojliga ordningarna for permutations matriser

iii) Vilka &r de mdjliga minimala ekvationerna for dessa.

7 Betrakta ett 4-dimensionellt vektorrum V &ver Fy (kroppen med tva ele-
ment).

1) Beridkna antalet element i V.

Definiera begreppet entropi for en vektor v € F5 via



(V) = (1A~ B)

dar A ar antalet 1’or och B ar antalet 0’or.

Med entropi menar vi graden av ‘oordning’, ju storre blandning av ettor och
nollor desto mera oordning.

2) Visa att —2 < e(V') < 0 och berdkna antalet element med entropi —2,—1,0
respektive.

Betrakta nu alla linjira avbildningar My (F2) = Hom(IF3, F3)

3a) Berdkna antalet element i My

3b) Berékna antalet element i GL(4,F5)

Med samma formel som ovan definierar vi entropin for 4 x 4 matriser.

Man kan visa att i allmannhet gdller att e(AB) > e(A) for de flesta par av
matriser. Multiplicerar vi ’ordnade’ matrsier blir produkten i allmannhet mindre
ordnad

4a) Berdkna antalet matriser med entropi noll.

4b) Visa att om A &r en inverterbar matris sa géller e(A) > —4 och bestam alla
inverterbara matriser A med minimal entropi, och visa att de utgoér en grupp G.

4c) Berékna antalet inverterbara matriser med e(A) = —

Lat 6,1 vara symboler och definiera en (kommutativ) multiplikation via

0> =0+1
PP =0 +1

Betrakta nu vektorrummet 6ver Fo med bas 1,6, v, 61 (= 10) isomorft med V.
5a) Utfor multiplikationen

(14+60+¢)(1+)

och skriv resultatet som en summa av basen 1,6, 1, 0

5b)Lat a € V visa att entdera

i) 1, «

i) 1, a, «

iii) 1, a, @2, a3, a*

ar linjart beroende och « satisfierar en ekvation (den sa kallade minimala ekva-
tionen) av grad 1,2 eller 4.

5c) Berdkna antalet element « i de tre olika fallen.

Man kan visa att varje element o # 0 ar inverterbart och att V' utgor en andlig
kropp. Vidare kan man visa att gruppen V* av inverterbara element ar cyklisk.

6a) Avbildningen = — ax &ar en linjar avbildning fran V till V. Givet basen
1,0,, 60 skriv ner matrisen M («) for a = a + b0 + cyp + dby

6b) Jamfor den minimala ekvationen for a och det minimala polynomet for
M («). Vidare bestdm den senares karaktéristiska ekvation.

Lat nu A € M4(F2) vara en matris vars karaktéristiska ekvation ar irreducibel.

7) Skriv ner samtliga mojligheter for den karaktériska ekvationen.

8*) Visa att varje matris A vars karaktéaristiska ekvation ar irreducibel &r ’similar’
till en matris av formen M (a)

9) Skriv ner den irreducibla fjardegradsekvationen som korresponderar till ma-
triser med ordning fem.
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10) Finn en matris A med ordning femton. Visa att det finns tva typer en med
spar noll och en annan med spar ett. Skriv om mojligt ner en av vardera sorten.

11) Berékna antalet matriser A som kommuterar med en matris, vars karaktéris-
tiska ekvation ar irreducibel.

12) Berékna totala antalet matriser av ordning femton.

13) Beréikna ordningen n hos en matris A vars minimala polynom innehaller en
irreducibel faktor av grad tre.

14) Finn alla irreducibla polynom av grad tre.

15) Berékna totala antalet matriser av ordning n (n enligt uppgift 13))

16a) Berikna ordningen hos en matris vars minimala polynom #r x? + z + 1

16b) Bestam alla matriser som kommuterar med A sadan att A har den minimala
ekvationen X2 + X 4 1 = 0 Betrakta den bilinjara formen < v, w >= 2?21 ;i

17) Beskriv alla elementen i gruppen som bestar av matriser A sadana att

< Av, Aw >=< v,w >



