Gruppuppgift 3

I denna 6vning skall ni underscka begreppen egenvektorer och egenvérden
m.m. och visa hur de kan anvéndas for att 16sa system av diferentialekvatio-
ner. Vi behandlar bara det enkla tvadimensionella fallet.

1. Egenvirden, egenvektorer och system av
linjara ordinira differentialekvationer

Lat a, b, ¢, d vara reella tal. Betrakta det linjdra differentialekvationssystemet

2'(t) = ax(t) +by(t),
{y’(t) = ca(t) +dy(t). (1.1)

Om A = [ Z Z } ar systemets koefficientmatris, x(t) = [ ;(t) } och x'(t) =

/
[ ZQ/S/EE)) } kan differentialekvationen skrivas

x'(t) = Ax(t).

Sats 1.1. Om

sa gdller att

z(t) = wupe
{2 e (12
ar en losning till (1.1).

Ovning 1.1. Bevisa att (1.2) verkligen r en 16sning till (1.1).

I samband med differentialekvationssystemet (1.1) och i manga andra
viktiga situationer uppstar problemet att bestdmma egenvéirdena och egen-
vektorerna till en matris, dar



Definition 1.2. Tulet A dr ett egenvarde till n xn matrisen A om och endast
om det finns en vektor u € R™ sadan att u # 0 och

Au = \u. (1.3)

Varje vektor w som uppfyller (1.3) kallas for en egenvektor till A med egen-
vardet .

Med denna definition kan vi formulera om Sats 1.1.

Sats 1.1. Om u dr en egenvektor till A med egenvirdet \ sd dr x(t) = e*u

en losning till differentialekvationen x'(t) = Ax(t).

Vi skall nu undersoka hur man kan berdkna egenvirden och egenvektorer
till matrisen A.

Sats 1.4. Fkvationssystemet

ar+by = 0,
{c:zc—irdy =0 (1.4)

har en losning (x,y) # (0,0) om och endast om

det(A) =

a b
. d‘—ad—bc-().

Ovning 1.2. Bevisa Sats 1.4.

Foljdsats 1.5. Talet \ dr ett egenvdrde till matrisen A om och endast om

a— A b
det(A — ) = — 0. (1.5)
d— A\
Ovning 1.3. Bevisa Foljdsats 1.5.
Ovning 1.4. Bestiim alla egenviirden och egenvektorer till matrisen g Z } .
A « ) . [ 5 2
Ovning 1.5. Bestidm alla egenviirden och egenvektorer till matrisen 9 1 |
Ovning 1.6. Bestiim alla egenviirden och egenvektorer till matrisen _g g } .

Ovning 1.7. Bestim alla egenviirden och egenvektorer till matrisen [ .
—sing cos¢

cos¢p sin¢ }

dir 0 < ¢ < .

I Ovning 6 och 7 blir egenvirdena komplexa tal och egenvektorerna far komplexa kompo-
nenter.



I tillimpningar &r man oftast inte intresserad av att bestdmma alla 16s-
ningar till differentialekvationssystemet (1.1) utan man vill beridkna losningen
till ett begynnelsevirdesproblem. Dvs. en tidpunkt ¢, (oftast &r t; = 0) och
en vektor (zg, yo) dr givna och man vill bestdmma den 16sning (x(t), y(t)) till
(1.1) som uppfyller begynnelsevillkoret

z(to) = o och y(to) = yo. (1.6)

Har man redan bestdmmt tva losningar (2(t),9(t)) och (Z(t),g(t)) till
(1.1) sa att vektorerna (Z(to),y(to)) och (Z(to),7(to)) ar linjart oberoende sa
ar det enkelt att berékna losningen (z(t), y(t)) till begynnelsvirdesproblemet
(1.1) och (1.6). Vi har ndmligen foljande sats.

Sats 1.6. Lat (z(t),y(t)) och (z(t),y(t)) vara losningar till differentialekvations-
systemet (1.1) och ¢ och ¢y godtyckliga tal. Da dr dven

o | =it e 50 0

en losning till (1.1).
Ovning 1.8. Bevisa Sats 1.6.

Om ni nu helt enkelt bestammer ¢; och ¢y fran ekvationssystemet

c1(z(to), 9(to)) + c2(2(to), ¥(to)) = (o, Yo),
sa ger (1.7) losningen till begynnelsevérdesproblemet (1.1) och (1.6).

Ovning 1.9. Overtyga dig om att (1.7) ger l6sningen till begynnelsevérdesproblemet.
Ovning 1.10. Betrakta differentialekvationssystemet
=3z(t) + 6y(t)

{ ' (t)

y'(t) 6z(t) — 3y(t)
Bestdm den 16sningen till systemet som uppfyller begynnelsevillkoret
z(0) =5, y(0) =T.

Ovning 1.11. Visa att x(t) ér en 16sning till

a”(t) + ax'(t) + bx(t) = g(t)
om och endast om (z(t),y(t)) dr en 16sning till

y(t),
—ba(t) —ay(t) +g(t).
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Ovning 1.12. Lés begynnelseproblemet z”(t) = x(t), x(0) = 1,2/(0) = 0.



2. Forslag till svar

4. =1 & ¢(—1,1) och 9 & ¢(1,1)

5.3 & ¢(1,-1)

6. 3i & ¢(1,4) och —3i & (1, —1)

7. € & c(1,4) och e7* & c(1, —i).

10. z(t) = 6€3 — e och y(t) = 63 + 7.
12. z(t) = 5 (e + )



