Gruppuppgift 5

1. Bas och dimension

Vektorerna eq, es, ..., e, ar en bas for vektorrummet V' om
€1, ey, ...,e, ar linjart oberoende
och
e, ey, ...,e, spianner V.

Ovning 1.1. Visa att om ej, ey, ..., e, ir en bas for V sa kan varje vektor v i V entydigt
skrivas

VvV =x1€; +x0€2 + ...+ xp€), .

Det viktigaste resultatet dr att antalet vektorer i en bas fér V' inte beror
pa valet av bas.

Sats 1.1. (Dimensionssatsen) Antag att vq,va, ...V, och uj, us,...u,
dr baser for vektorrummet ett delrum H till RY. Dd gdiller n = m.

Ovning 1.2. Forsok fylla i detaljerna i foljande bevisskiss.

Bevis. (Skiss.)

Antag att m > n.

Lat V= (viva ... vy)och U = (u; uz ... up).

Det finns tal Tij5 s att u; = x;1v1 + TioVo + ...+ Tin V.

Lat C = (Iij)T.

Hur manga rader och kolonner har C?

Sa vad géller for ekvationen Cy = 07

Vad ar VC?

Sa vad blir Uy?

Slutsats? [ ]

Ovning 1.3.

L 2.8:11, 17,23, 25

Ovning 1.4. Lat e; = (1,0,1,0) och e; = (1,1,0,0).
(a) Visa att e; och ey dr linjért oberoende.
(b) Utvidga e; och e till en bas for R%.
(¢c) Vad blir koordinaterna i denna bas fér vektorn (som i standardbasen har
koordinaterna) (1,1,1,1)?

3 ) )

I Gruppovning 2 visade ni (eller hur?) att Ps, polynomen av grad hogst
3, ar ett vektorrum.

Ovning 1.5. (a) Ange en bas for Ps.
(b) Vad har P for dimension?

Ovning 1.6. L 2.9:9, 11, 17, 18



2. Skaldrprodukt i R"

I Vektoralgebra definierade vi skaldrprodukten mellan tva vektorer genom
u-v = |u||v|cosf, dir € ar vinkeln mellan u och v, och bevisade att i en
ortonormerad bas sa géller (i R?) u-v = ujv; + ugvy + uzvs.

Nu skall vi véinda pa detta genom foljande definition.

Definition 2.1. Om u och v dr vektorer i R" sa definieras deras skaldrpro-
dukt genom
UV =1uUU + UVs + ...+ Upvy, .

Vi séger att u och v &r ortogonala (vinkelrdta) om u-v = 0, lingden av
u definieras genom |u| = \/u? +u3 + ...+ u2 och vinkeln § mellan u och v
genom

cos@zu;V 0<o<nr.

Ll -

Den sista definitionen &r mojlig pa grund av Cauchy-Schwartz olikhet.

Sats 2.2.
[u-v| < [uflv].

Vi har ocksa

Sats 2.3. (Pythagoras sats) Om u och v dr ortogonala sa gdller

lu+v|? = ul* + |v]*.
Ovning 2.1. Bevisa de vanliga réknereglerna for skalirprodukt. (Se sidan 18 i Vektoral-
gebra.)
Ovning 2.2. Bevisa Pythagoras sats.
Ovning 2.3. Bevisa Cauchy-Schwartz olikhet.
Ledning. Precis som i R?, se Vektoralgebra sid. 22, giller att om u # 0 sa kan varje

vektor v skrivas v = v, + Vé dar v, dr parallell med u och Viér ortogonal mot u.
Sa |u-v| = |u-vy| = |ul|vy|. Men enligt Pythagoras sats dr (Varfor da?) |vy| < |v].

3. Uppgifter pa ortogonal projektion

L6.3:3,7,9
L6.4: 1,9

4. Uppgifter paA minstakvadratmetoden

L65: 1,379 11, 17
L66:1,3,0



