Inlamningsuppgift
MMG200-Linjar algebra

HTO8

Uppgift 1 - Grafer och flygplansrutter

En sa kallad riktad graf bestar av ett antal numrerade noder (punkter) sam-
manbundna med riktade linkar (pilar). I exemplet i figur 1 har vi 4 noder
och 6 riktade lénkar.

Kopplingsmatrisen till en riktad graf definieras som matrisen A med ele-
ment a;; = 1 om det finns en riktad lénk fran nod nr ¢ till nod nr j, a;; = 0
annars. Kopplingsmatrisen till den riktade grafen i figur 1 blir alltsa
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Flygplansrutterna hos ett flygbolag kan beskrivas med en riktad graf dar
flygplatserna &dr noder och direktrutterna &r riktade ldankar. Anta att ett
flygbolag i Kalifornien har foljande enkla flygningar:

fran till
San Francisco Fresno
San Francisco Monterey

Los Angeles | San Francicso
Los Angeles Sacramento
Sacramento | San Francisco

Sacramento Fresno
Fresno Sacramento
Fresno Los Angeles

Monterey Los Angeles




Figur 1: En riktad graf

Uppgifter

a) Numrera stédderna enligt: (1) Los Angeles, (2) San Francisco, (3) Mon-
terey, (4) Fresno, (5) Sacramento. Rita motsvarande riktade graf.

b) Ta fram kopplingsmatrisen och ldgg in den i MATLAB.

c) Berikna A?. Elementet (i, j) i A? ir antalet rutter fran i till j som an-
vander exakt tva enkla flygningar dvs med exakt en mellanlandning. Forklara
detta genom att i detalj studera hur elementet (2,1) i A% kan ténkas riknas
ut.

d) Beriikna I + A + A% Vad séiger elementet (i,7) i denna matris om
flygrutterna?

e) Vilket dr det storsta antal flygningar som behovs mellan tva stader?
Rékna ut och forklara med matrisalgebra.

f) Bland andra dr flygningen Sacramento - San Francisco kritisk for fly-
gholaget. I vilket avseende? Vad hdnder om man ldgger ner den? Forklara
med matrisalgebral!

g) Kan du addera endast en enkel flygning sa att man kan flyga mellan
vilka tva stdder som helst med hogst en mellanlandning? Om inte, addera
ytterligare flygningar (men sa fa som majligt) sa att detta gar. Anvind ma-
trisalgebra och forklara hur du gor!

Inlamning: Svar pa fragorna med tillhérande MATLAB-beridkningar.



Uppgift 2 - Kryptografi

Vi ska se pa ett enkelt séitt att koda och avkoda hemliga meddelanden med
hjalp av matristransformationer samt &ven hur man kan avsléja kodnyckeln
dvs knécka koden. Det okodade meddelandet kallar vi klartext och det kodade
kallar vi chiffer.

En enkel kodnyckel far man om man ersédtter varje bokstav i alfabetet
med en annan, ett sa kallat substitutionschiffer. Det &r enkelt att knécka en
sadan kod eftersom man vet frekvenserna av olika bokstéver i ett sprak.

Vi gér nu sa att vi grupperar bokstdverna i klartexten och kodar grupp
for grupp i stéllet for bokstav for bokstav. Om antalet bokstéver i en grupp
ar n kan vi ersétta dessa med en grupp av n chiffertecken genom en linjar
transformation, dvs genom multiplikation med en nxn- matris. Vi betrak-
tar alltsa en grupp av n tecken som en kolonnvektor. En forutséittning &r
naturligtvis att vi kan ersétta tecken med tal men det hjdlper MATLAB-
funktionen abs oss med. abs konverterar fran tecken till heltal och om vi
anvinder en heltalsmatris som kodnyckel sa blir motsvarande chiffer heltal,
som sedan konverteras till tecken med MATLAB-funktionen char.

Sa hér kan en kodningsfunktion i MATLAB se ut for fallet n = 4, A ar
en given kodningsmatris av ordning 4 x 4:

function f=encode(p,A)

p=lp,” ’1;

m=floor(length(p)/4);

pp=abs (reshape (p(1:4*m),4,m));

cc=A*pp;

f=char (reshape(cc,1,4*m));

Avkodning innebér den "inversa” proceduren dvs losning av linjéra ek-
vationssystem. For att kunna ldsa meddelandet krdavs att man kénner till
nyckeln - matrisen A - som vi forutsitter ar icke-singulér.

Uppgifter

a) Lat n = 4. Skriv en funktionsfil i MATLAB f{6r avkodning, gdrna med
inspiration fran kodnings-funktionen ovan. Hur mycket behéver Du egentligen
andra i den for att det ska bli avkodning i stéllet? Tolka meddelandet i
variabeln code_1 i filen krypto.mat, som du hittar pa kursens hemsida. Du
alltsa kan ladda in variablerna i filen till MATLAB med kommandot load
efter det att du kopierat den till eget filen ett bibliotek pa din dator.

Den anvénda matrisen Ar:

1100
1011
A_1021
0101



Anmairkning: Om Du kodar sjilv: Begransa Dig till sma heltal i ma-
trisen.

b) Om man kéinner till de n? forsta tecknen i klartexten (och motsvarande
chiffer forstas) sa kan man avslgja nyckeln (matrisen). (Man bor alltsa und-
vika traditionella hovliga inledningsfraser i dessa sammanhang.) Vi antar
att dessa inledande tecken &r sadana att motsvarande vektorer blir linjéirt
oberoende. Man kan da bestdmma matrisen A genom att l6sa ett system
med flera hogerled dvs dven detta med slash eller backslash (om man
transformerar) i MATLAB. Lat n = 4. Skriv en funktionsfil i MATLAB som
knécker koden dvs bestdmmer A, och anvéind den for att att ldsa meddelandet
i variabeln code_2 1 krypto.mat, som inleds med

The significant problems

Varning: Se upp med avrundningsfel. Matrisen ska vara en heltalsmatris.

¢) For meddelandet

Nej Nej - vektorerna ej oberoende ...
som finns i variabeln code_3 (i samma fil som ovan), blir vektorerna linjért
beroende da n = 4. Aven detta kan relativt enkelt klaras av, med en liten
modifikation av m-filen kanske, under férutsiattning att vi kdnner till mera av
klartexten, i detta fall 20 tecken . Om Du inte redan har skapat din fil med
tanke pa detta, sa fixa till den sa att Du kan avsloja A och lidsa hela texten.

Ledning: Overbestimda ekvationssystem.

Inldmning: Funktionsfilerna och korningsresultat dvs klartexterna och
nycklarna (matriserna).



