
Extraövningar p̊a gr̈ansv̈arden och derivator

1 (i) Visa att

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= e(x)

existerar f̈or alla reellax och att

e(0) = 1, e(x + y) = e(x) · e(y).

Utnyttja iden i beviset av sats 6 (avsnitt 2.3).
(ii) Visa även atte(x) är kontinuerlig.
(iii) Visa att e(x) är deriverbar. (B̈orja i origo!).

2 Låt
f(x) = x4(2 + sin(1/x))

för x 6= 0 och visa att attf kan utvidgas till en kontinuerlig funktionF (x) på helaR.
Visa attF är deriverbar i varje punkt och att derivatanär kontinuerlig.
Visa att0 är en minimipunkt. Visa attF ′ antar b̊ade positiva och negative värden i

varje omgivning till0.

3 För vilka α > 0 har
(x4 + xα)1/4 − x

ett gr̈ansv̈arde d̊ax →∞.

4 Låt

f(x) =
sin x

x

för x 6= 0 och1 för x = 0. Visa attf är deriverbar.

5 Definieraf(x) some−
1
x fr x > 0 och0 för x ≤ 0. Visa attf har öandligt m̊anga

derivator, dvs attf , f ′, f ′′ etc allaär deriverbara.

6 Antag attf är kontinuerlig p̊a R och deriverbar f̈or x 6= 0 samt attf ′(x) → 0 då
x → 0. Visa attf är deriverbar i origo.

7 Antag attf är deriverbar p̊a ]0,∞[ och attlimx→0+ f(x) = 0. Antag vidare attf
ochf ′ är växande. Visa attφ(x) = f(x)/x är växande.
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8 Antag attf : ]0,∞[→ R är deriverbar och antag attf ′(x) → L dåx →∞. Visa
att

lim
x→∞

f(x + h)− f(x)

h
= L.

för varje fixth.
Visa att

lim
x→∞

f(x)

x
= L.

9 Antag attf (n) existerar p̊a intervallet]a, b[ och attf (n)(x) > 0 för allax. Visa att
f har ḧogstn nollstllen.

10Låt
f(x) = x2 sin(1/x)

för x 6= 0 och 0 då x = 0. Visa attf är deriverbar i varje punkt.Är derivatan
kontinuerlig?
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