I’'Hospitals regel, Taylors formel m.m.

Sats 1.1. (’Hospitals regel) Antag att f(z) och g(x) dr deriverbara pa
[—a,0) U (0,a] for nagot a > 0, och att ¢'(x) # 0 om x # 0. Antag vidare att
/

lim, o f(z) =0, lim,_o g(z) = 0 och att lim existerar. Da gdller

w0 g'(z)
lim /(@) = lim f'(z)

w0 g(x) =0 g'(z)

I boken bevisas detta under extra antagande pa regulariteten hos f och g
och att ¢’(0) # 0. For att bevisa Sats 1 behéver vi en starkare form av
medelvardessatsen.

Sats 1.2. (Den generaliserade medelvirdessatsen) Antag att f och g
ar kontinuerliga i det slutna intervallet [a,b] och deriverbara i det dppna
intervallet (a,b). Da finns en punkt a < £ < b sa att

(f(b) = f(a))g'(€) = f'(€)(g(b) — g(a) .

Nér g(z) = x ér detta den vanliga medelvirdessatsen.

Om ¢g(b) — g(a) # 0 och ¢'(§) # 0 kan detta skrivas

f) ~ F@) _ 1€
g(b) —gla)  g'(§)
Den vanliga medelvirdessatsen ger f(b) — f(a) = f'(&)(b—a) och g(b) —
g(a) = ¢'(&)(b—a). Sa

f) = fla) _ f(&)b—a)  f(&)

g(0) —g(a)  g(&)b—-a) g(&)

Det &r inte sjalvklart att man kan vélja & = &, det ar precis detta som den
generaliserade medelvérdessatsen garanterar.
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Bevis av den generaliserade medelvirdessatsen. Beviset dr snarlikt be-
viset av medelvardessatsen. Vi bildar hjalpfunktionen

W) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)) = (f(z) = f(a))(g(b) — g(a)) -

Da &r h kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b). Dessutom géller h(a) =
h(b) = 0 sa Rolles sats ger att h'(¢) = 0 for nagot a < £ < b. Men h/(z) =

(f(b) — f(a)g'(z) — f'(x)(g(b) — g(a)) och saken é&r klar. n

Bevis av ’Hospitals regel. Borja med att definiera (eller definiera om)
f(0) = g(0) = 0. Da uppfyller f och g villkoren i den generaliserade medel-
vardessatsen och alltsa géller

b @) F@ = FO) ()

m——= = lim ———= = lim = lim G .
w0 g(x) @0 g(z) —g(0) ==0g(§) a0 g'(x)
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I’Hospitals regel géller forstas ocksa da x — a, x € R. Det finns ocksa en
version av 'Hospitals regel da x — oo (och z — —o0).

Sats 1.3. Antag att f(x) och g(x) dr deriverbara pa [N, oo) for nagot N, och
att ¢'(x) # 0 om x > N. Antag vidare att lim,_,, f(x) =0, lim, o g(z) =0

!
och att lim f,(x)
z—o0 g'()

existerar. Da gdller

Bevis. Lat e > 0 och lim, .., 2% = A. Tag w sa stort att ’f/(m) — A’ < eda

g'(x) g ()

x > w. Fixera y > w och tag x > y. Da ger den generaliserade medelvérdes-
satsen att ,

1@ =) |19,

9(x) —g(y) g'(€)
eftersom £ > w. Eftersom lim, . f(x) = lim, . g(x) = 0 ger detta att

9(y)

da y > w dvs. lim,_, % = A och beviset ar klart. ]

I"'Hospitals regel géller ocksa da lim | f(z)| = lim |g(z)| = oco. Formulering-
en och beviset av detta lamnas at den intresserade ldsaren.



Exempel 1.1.

lim . = |=| = lim = |=
z—0 r —sing 0 z—0 1 —cosz 0

—2sinx + 4sin 2x [0] . —2cosx + 8cos 2z
= = lim

2sin x — sin 2x {0} . 2cosx — 2cos2x {O}

= lim - =
x—0 SN T

0

z—0 COST

En enklare 16sning (Eller hur?) &r med Taylors formel.
Viharsinz = 2—32°4+0(2*), 2 — 0 och sin 2z = 22—323+0(2*),z — 0.
Sa
2sinz —sin2z 2z — 32° — 2z 4+ 2% + O(2?)
r—sinx s2% + O(x?)
224+ 0(z") 2+ 0(x)
1234+ 0(z*)  $+0(x)

— 6, — 0.

O
Vad ér det for fel i féljande (mot)exempel?
Motexempel 1.2 Grénsvirdet
T +sinw 00 1+ cosz
lim ZFST [—} — lim —T %% _ (1+ cosx)
T—00 x o0 T—00 1 T—00
existerar inte.
O
Motexempel 1.3
T + cosxsinx 00 ) 2cos?
im — - = [—} = lim — -
z—oo €SINZ (1 + cos x sin x) ool a—oc e cosx(x + cosxsinx + 2 cosx)
B 2cosw B
 w—co eS%(p fcosasing + 2cosx)
O

Ett alternativt bevis av Taylors formel

Lat Py(x) vara Taylorpolynomet till f av ordning tva. Genom upprepad
anvindning av den generaliserade medelvirdessatsen far vi att

f@) = Poa) _ flx) = J(0) —2f'(0) — 3a2f"(0)

(&) = f(0) =& f"(0) _ f"(&) = f(0) _
5ét &2

f/l/ (6)



och beviset ar klart da n = 2. I det allménna fallet betraktar vi istallet

f(l‘) - Pn(x>
(nil)!lﬂ_ﬁ_l



