Extra ovningar pa integraler

1. Visa att en funktion som &r kontinuerlig utom i ett &ndligt antal punk-
ter dr integrerbar. (Som vanligt forutsitts funktionen vara begriansad
pa ett begransat intervall.)

2. Lat f vara den funktion som definieras pa [0, 1] genom

B Oomzx ¢ Q
f(x) = Lom =2 €Qdirp,q€Noch SGD(p,q) = 1.

(a) Visa att f &r kontinuerlig i @ om och endast om a &r irrationellt.
(b) Visa att f ar integrerbar.
(c) Vad ar fol flz)dz?

3. Lat f vara en begriansad funktion pa det slutna och begrédnsade inter-
vallet [a,b]. Antag att f &r integrerbar, Vy C [m, M] och att ¢ &r en
kontinuerlig funktion pa [m, M].

(a) Visa att ¢ o f ér integrerbar.

(b) Visa att f* &r integrerbar.

(c) Visa att |f| &r integrerbar.

(d) Visa att om g ocksa ar integrerbar pa [a,b] sa &r fg integrerbar.

Ledning for (a). Lat e > 0. Eftersom ¢ &r likformigt kontinuerlig (Varfor
da?) sa finns 0 < 0 < e sa att |p(s) — o(t)| < eda |s —t] < 6. Lat P
vara en partition av [a, b] i intervall I; och séatt M; = sup{|f(x)|;x € I;}
och m; = inf{|f(z)];z € I;}. Man kan vilja P (Varfor da?) sa att
Sp—sp < 6*dir S, = >, M;|I;| och sp = >, M;|I;]. Dela in indexen

i tva méngder.



Definiera nu M, m;,S; och sp for funktionen ¢ o f i analogi med

motsvarande definition for f. Da géller (Varfor da?)

1 1
Z |I;] < SZ(MZ —m;)| ;| < S(Sp —sp) <0

i€B i€B
och
Si—sp <> 4> (My—m))|L| <€ _|L+2C Y " |I] < e(b—a)+2C6 < Ke.
i€cA  icB icA ieB
Klart?!?
. Visa att

o
sin
dx
0 z

*© sinx T

ar konvergent.

Anmérkning. Man kan visa att /
0



