
Extra övningar p̊a integraler och
differentialekvationer

1. Visa att en funktion som är kontinuerlig utom i ett ändligt antal punk-
ter är integrerbar. (Som vanligt förutsätts funktionen vara begränsad
p̊a ett begränsat intervall.)

2. L̊at f vara den funktion som definieras p̊a [0, 1] genom

f(x) =

{
0 om x /∈ Q
1
q

om x = p
q
∈ Q där p, q ∈ N och SGD(p, q) = 1.

(a) Visa att f är kontinuerlig i a om och endast om a är irrationellt.

(b) Visa att f är integrerbar.

(c) Vad är
∫ 1

0
f(x)dx?

3. L̊at f vara en begränsad funktion p̊a det slutna och begränsade inter-
vallet [a, b]. Antag att f är integrerbar, Vf ⊆ [m, M ] och att φ är en
kontinuerlig funktion p̊a [m, M ].

(a) Visa att φ ◦ f är integrerbar.

(b) Visa att f 2 är integrerbar.

(c) Visa att |f | är integrerbar.

(d) Visa att om g ocks̊a är integrerbar p̊a [a, b] s̊a är fg integrerbar.

Ledning för (a). L̊at ε > 0. Eftersom f är likformigt kontinuerlig (Varför
d̊a?) s̊a finns 0 < δ < ε s̊a att |φ(s) − φ(t)| < ε d̊a |s − t| < δ. L̊at P
vara en partition av [a, b] i intervall Ii och sätt Mi = sup{|f(x)|; x ∈ Ii}
och mi = inf{|f(x)|; x ∈ Ii}. Man kan välja P (Varför d̊a?) s̊a att
SP − sP < δ2 där Sp =

∑
i Mi|Ii| och sP =

∑
i mi|Ii|. Dela in indexen

i tv̊a mängder.

I. i ∈ A om Mi −mi ≤ δ, II. i ∈ B om δ < Mi −mi.
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Definiera nu M∗
i , m∗

i , S
∗
p och s∗P för funktionen φ ◦ f i analogi med

motsvarande definition för f . D̊a gäller (Varför d̊a?)∑
i∈B

|Ii| ≤
1

δ

∑
i∈B

(Mi −mi)|Ii| =
1

δ
(Sp − sP ) ≤ δ

och

S∗
p−s∗P ≤

∑
i∈A

+
∑
i∈B

(M∗
i −m∗

i )|Ii| ≤ ε
∑
i∈A

|Ii|+2C
∑
i∈B

|Ii| ≤ ε(b−a)+2Cδ ≤ Kε .

Klart?!?
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