Riemannintegralen,
definition och nagra resultat

Med hjilp av supremumbegreppet kan vi gora en mer naturlig definition
av integrerbarhet och integralen av en integrerbar funktion.
Med beteckningarna i Persson-Bdéiers, sid. 286ft. sdtter vi

I(f) = inf{I(V); ¥ en trappfunktion med ¥ > f}

och
I(f) = sup{I(®); P en trappfunktion med ¢ < f} .

I(f) och I(f) kallas for over- respektive underintegralen till f och vi gor
foljande definition.

Definition 1. En begrinsad funktion pd ett begrinsat intervall [a, ] dr (Rie-
mann)integrerbar om I(f) = L(f). Om f ar integrerbar betecknas inte-

gralen av f dver [a,b]
b
/ f(z)dz

och dr lika med detta gemensamma virde,

b
/ f@)de =T(f) = 1(f)

Sats 2. Funktionen f dr integrerbar om och endast om det fér varje € > 0
finns trappfunktioner ® och ¥ med

O(z) < f(z) < U(x) och I(V) — I(P) < €.
Bevis. Om f inte &r integrerbar sa #r ¢ = I(f) — I(f) > 0. Sa om ® och
U #r trappfunktioner med ®(z) < f(z) < U(x) giller I(¥) > I(f) och
I(®) < I(f). Detta ger
() = 1(®) 2 I(f) = L(f) = .
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Omvint antar vi att f #r integrerbar och att € > 0. Eftersom I(f) =
inf{7(V); ¥ en trappfunktion med ¥ > f} finns en trappfunktion ¥ > f
med I(V) < I(f)+ %. P4 liknande sitt finns en trappfunktion ®(z) < f med
I(®) > I(f) — 5. Sa

Sats 3. Om f dr monoton och begrinsad pa [a,b] sa dr f integrerbar.

Bevis. Vi bevisar satsen da f &r vidxande. Beviset da f dr avtagande &ar
snarlikt. Ett alternativt sitt dr att observera att om f &r avtagande sa &r
— f viixande, och alltsa integrerbar, och sen anviinda Ovning 1.

Lat e >0ocha =290 < z1 < ... < X1 <xn:bdéirxi:a+ib_7“.
Lat I; = [z;—1, @], mi = f(xio1), M; = f(x;) och || = @y — iy = b_Ta vara
langden av I;. Observera att eftersom f &r viixande sa géller m; < f(x) < M;
da z € I,.

Definiera ¥ och ® genom att W(x) = M; och ®(x) =m,; da x € [;. Da ar
® och W trappfunktioner och ®(z) < f(x) < ¥U(z). Dessutom géller

n n

I8) = (@) = 3" = m i = =2 3" (s = m)

_b — (F(1) = Flao) + flws) = )+

= ") — o) =

n n

(f(b) = fla)) <e
om n &r tillrackligt stort. Sa f ar integrerbar enligt Sats 2. O

Det &r latt att se att om intervallet [a, b] kan delas upp i dndligt manga
intervall dar f &r monoton sa ar f integrerbar. Detaljerna 6verlamnas till den
intresserade ldsaren.

Exempel 4. Funktionen f definierad av

lomzxe@Q
0omz¢Q

fz) =

dar inte integrerbar pa [0, 1].



Uppenbarligen giller (Eller hur?) I(f) = I(®) dir ®(x)

= 1 for alla z,
och I(f) = I(V) dir ¥(z) = 0 for alla z. Sa I(f) =1 # 0= I(f).

I Persson-Béiers bevisas att om f ar kontinuerlig, eller nagot allménnare
att f ar kontinuerlig utom i éndligt manga punkter, sa ar f integrerbar.
I sjalva verket géller foljande karakterisering av integrerbara funktioner.

Sats 5. En begrinsad funktion pa |a,b] dr integrerbar om och endast om
{z € [a,b]; f inte dr kontinuerlig i x} dr en nollmdngd.

Definition 6. En mdngd N C R dr en nollmdngd om det till varje € > 0
finns upprakneligt (eller dndligt) manga intervall I; sa att U C | J;=, I; och

Yooy i = limy, oo 000 1] < e

Beviset av Sats 5 ligger (langt) utanfoér var kurs men for att fa en kénsla
for begreppet nollméngd ger vi féljande

Exempel 7. Om U dr en upprdiknelig mangd sa dar U en nollmdngd.

Lat xq, s, ... vara en upprikning av U och € > 0. Lat I; var intervallet
med mittpunkt x; och lingd |I;| = 2—€n Da géller U = U2 {z:} € U2, L
och Y%, &5 =€) 2, 5 = € sa U &r en nollméngd.

Ovning 1. Visa att om f iir integrerbar sa ér —f ocksa integrerbar.

Ovning 2. Visa att POy 2n =1.

Ovning 3. Visa att en monoton funktion kan ha hogst upprikneligt manga diskontinui-
tetspunkter.

Ovning 4. Visa att det finns en begrinsad viixande funktion pa [0, 1] som har ett upp-
rakneligt antal diskontinuiteter.



