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1. Se boken sidan 92.

2. (a) Se 6vningshéfte 6.
(b) Se 6vningshifte 6.

(¢c) Man kan forst tex ta Z, som inte &r kropp eftersom bara 1 och —1
har multiplikativ invers i Z. Ett andra exempel &r nagon Z,, (kongru-
ensklasser modulo n) dér n inte dr ett primtal. Dessa &r inte en kropp
eftersom bara de klasser som ér relativt prima med n har multiplikativ
invers.

3. Se boken sidan 69.

4. Vi raknar modulo 10 for att fa fram entalssiffiran. Genom att ta successiva
potenser far vi att

2013°=3>=9 (mod 10)
2013* =9-3=27=7 (mod 10)
2013*=7-3=21=1 (mod 10).

Detta ger att
2013201 = 3+505+2 — (39" .32 = 158 .9 =9 (mod 10)
och alltsa blir entalssiffran 9. Fér den omvénda potensen far vi

2014 =4*=16=6 (mod 10)
2014°=6-4=24=4 (mod 10)
2014* =4-4=16=6 (mod 10)
och vi ser att resterna upprepar sig sa att det &r 6 om potensen ar jaimn
och 4 om potensen dr udda. Detta ger att entalssiffran blir 4 for 20142013,
5. Vi gor ett induktionsbevis 6ver n.

Forst basfallet n = 1 som ger

(-D10+D
2

D (=1)ii® = (=1)" -1 = —1 och

Alltsa stammer det for n = 1.



6.

Antag nu att det géller for nagot n = k och visa att i sa fall géiller det ocksa
forn =k + 1.

D (-1 = Z(—m? + (=) (k+1)?

= =2k + 1))

_ (—1)’“2}: +1) (—k—2)

DM R DR 2) (DR (k1) + 1)
2 2 '

Alltsa stammer likheten for n = k + 1.

Med stod av basfallet och induktionssteget ovan sa ger induktionsprincipen
att likheten géller for alla n > 1.

(a) Forutom de givna siffrorna ska man vélja ytterligare en siffra bland de
ovriga 7 vilket kan goras pa 7 sédtt om man for tillfillet bortser ifran
att forsta siffran inte far vara en nolla. Man har sedan 6 siffror som
ska permuteras med tva dubbletter. Det ger

6! 7-6-5-4-3
2121 2
tal. Fran detta ska vi subtrahera antalet tal som startar med en nolla.
Dessa bestar av 5 6vriga siffror med aterigen tva dubbletter. Det ger
50! 5-4-3
2120 2
och alltsa blir det 1260 —30 = 1230 sexsiffriga tal som innehaller exakt
2 tvaor, 2 femmor och 1 fyra.

7 = 1260

30

(b) Tal delbara med 3 kan som bekant karakteriseras av att deras sif-
fersumma &r delbar med 3. For de givna siffrorna &r siffersumman
2424+54+5+4 = 18. Det betyder att de tal som blir delbara med 3 ar
de dédr den extra siffran ar delbar med 3, dvs 0, 3,6 eller 9. Kalkylen
blir liknande den i a). Om man bortser fran att forsta inte far vara en
nolla far vi nu

|
g 0
212!
De som borjar pa en nolla sag viia) att de &r 30 sa totalt 720—30 = 690
som &r delbara med 3. (Detta &r faktiskt mer &n hélften.)

= 6! = 720.

(a) Antag att ¢/ € G ar en (eventuellt annan) identitet. Vi ska visa att
e/ = e. Eftersom e ar en identitet sa ar exa = a for alla a € G, speciellt
ar exe’ = ¢/. Men det faktum att €’ ar en identitet ger att axe’ = a for
alla a € G, sa speciellt dr e x ¢/ = e. Sétter vi ihop dessa tva likheter
sa far vi ¢/ = e x ¢/ = e vilket var precis det vi skulle visa.
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(b)

Antag att ocksa a’ dr en invers till a. Vi ska visa att ' = a~!. Vi
utnyttjar att a x e~ = @’ x @ = e och associativiteten och far

1 1 -1

d=dxe=dx(axa')=(dxa)xa ' =exat=a",
vilket var precis det vi skulle visa.

Formeln fér en geometrisk summa ger

2Zm( )r 1— (_x)2m+1 1— (_x2m+1) 14+ $2m+1
—X = = =
1—(—x) 1+ l+z

r=0

sa 22 41 = (24 1) 327 (=) vilket ger att x + 1 delar 22™+! 4-1
eftersom summan uppenbarligen ar ett heltal.

Vi visar det kontrapositiva pastaendet att om k inte &r en tvapotens
sa ar det inte ett primtal. Om k inte &r en tvapotens sa har k£ en udda
faktor sa k = s(2m+1) for nagra positiva heltal s och m. Om vi sétter
x = 2% i forsta deluppgiften sa far vi att 2° 4+ 1 delar

(25)2m+1 11 = 28(2m+1) +1= 2k +1.

Eftersom s > 0 sa dr 2° + 1 > 3 och eftersom m > 0 s& #r 28 > 2% sa
2% + 1 dr en #kta delare till 28 + 1. Alltsa ar 2% 4 1 inget primtal.



