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1. Se kurslitteraturen.

2. Se kurslitteraturen.
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4. (a)
Taylorutveckling eller I’'Hospitals regel fungerar utmérkt. Alternativt
kan man anvénda foljande standardgransvirden
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(b)

Vi har att lim, ... Inz/y/z = 0 (standardgrénsvirde) och att sinx -
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arctanx &r begridnsad (|sinx - arctanx| < 7 for alla z). Enligt sats
(tentauppgift 1!) giller da

lim sinz - arctanx - Inz/y/z = 0.

r—00

. Differentialekvationen &r separabel och kan skrivas

dy
y(¢)(1000 — y(t))

Partialbraksuppdelning ger

= Adzx .

1 L,
y(t)(1000 — y(t)) 1000 \y = 1000 —y
Later vi K = 1000A far vi
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Sy )dy=Kdroch mn—2)  —Kt4+C.
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Vi stéller klockan sa att ¢ = 0 svarar mot ar 2013. Det betyder att
1
y(0) = 100 vilket ger In 9= C eller C'= —21n 3. Dessutom ger y(1) =

1
250 att In 3 = K23 och K = — 3423 = In3. Séany_y—
o y(2) . y(2)
t—2)In 3. Till sist ger t = 2 att In ——/ _ —0.88 — 1)
(t—2) In 3. Till sist ger a nlOOO—y(Q) alOOO—y(2)

och y(2) = 500.
. Vi borjar med att derivera f(z).
fl(x) = 2z +2)e™™ — (2% + 2x)e " = —(2* — 2)e7,

sa derivatans nollstillen ar j:\/§, varav vi bara ir intresserade av /2.
Teckentabell visar att f &r strangt véxande pa intervallet [0, v/2) och
stringt avtagende pa intervallet (v/2,00). Alltsa har f maximum da
r = 2 som ir f(v2) = (2 4 2v2)e V2 Eftersom f(0) = 0 och
f(z) >0 for x > 0 &r minsta virdet f(0) = 0.

(b)
Vi vet att f viixer fran 0 till (2+2v/2)e~ V2 pa intervallet [0, v/2] och att
f &r positiv och avtagande pa intervallet (v/2, 00). Eftersom dessutom

lim f(z) = lim (2% 4+ 22)e " =0

Tr—00 Tr—00
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och f ar kontinuerlig har ekvationen f(x) = a, enligt satsen om mel-
lanliggande vérden, precis tva losningar for 0 < a < (2 + 2\/5)6_\/5.
(Ekvationen har inga lésningar om a < 0 eller a > (2 + 2v/2)e V2,
ekvationen har precis en 16sning om a = 0 eller a = (2 + 2v/2)e~V2.)

. (a)

Skivformeln ger

V= / dV(z) = / A(x)dx = 7T/ sin? dr = [symmetri] =
0 0 0

™ ™ 2
E/ sin2x+0082xdx:z/ lde =2 |
2 Jo 2 Jo 2

Anmiérkning. Man kan ocksa berikna integralen genom att anvianda
formeln sin® z = (1 — cos 2z). Det ger

T 1 [7 11 T
/ sin2dx:—/ 1—cos2md:t:ﬁ——{—sin2:v} =
0 2 Jo 2 212 0
(b)

Genom att integrera over sfiriska skal far vi

V:/ dV(a:):/ A(x)dx:27r/ x sin zdx
0 0 0

=27 ([—x cos x| —|—/ cos xdm) =27 (7 + [sinz]]) = 272 .
0

|

. Lat f(z) = P(x) + O(2%),z — 0, dir P(z) = ag + a1+ = axa® +
asx® + agx* dr det sokta Taylorpolynomet. Da géller

f(z) = ap + a1x + az”® + azz® + agx* + O(2°)), 2 — 0

f'(x) = a; + 2097 + 3a32* + dayz® + O(z*)), 2 — 0

och
f"(x) = 2ay + 6asx + 12a42* + O(z%)), 2 — 0.

Villkoren y(0) = 0 och y'(0) = 1 ger ay = 0 respektive a; = 1. Sa

P(z) = 2 + ag2® + azx® + gz’ .



Differentialekvationen ger
vf"(z) +4f(z) = 2P"(x) + 4P(x) + O(z*)

= (2ay + 4)x + (6as + 4ay)2? + (12a4 + 4as)z® + O(z*), 2 — 0.

Detta ger 2a5 +4 = 0, 6a3 +4as = 0 och 12a4 +4a3 = 0, som successivt

_ _ 4 _ 4 Qg
ger ag = —2, CL3—§OCh ay = —j3. Sa

4 4
P(z) =z —22° + 5953 - §x4 :



