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Lösningsförslag
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1. (a) och (b) Se kurslitteraturen.

(c) ex
2

är kontinuerlig s̊a integralkalkylens medelvärdessats ger att∫ 1

−1
ex

2

dx = 2eξ
2

för n̊agot ξ mellan −1 och 1. Men 1 = e0 ≤ eξ
2 ≤

e1 ≤ 3 d̊a −1 ≤ ξ ≤ 1 och p̊ast̊aendet följer.

2. Se kurslitteraturen.

3. a) Faktorisera täljaren: x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3). Allts̊a är

lim
x→2

x2 − 5x+ 6

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x− 3)

x− 2
= lim

x→2
x− 3 = 2− 3 = −1.

b) Använd Taylorutveckling eller återför p̊a standardgränsvärdena
limx→0 sin(x)/x = 1 och limx→0 ln(1 + x)/x = 1:

tan(2x)

ln(1 + x)
=

sin(2x)

cos(2x)
· 1

ln(1 + x)

=
sin(2x)

2x
· 2

cos(x)
· x

ln(1 + x)
→ 1 · 2 · 1 = 2, d̊a x→ 0.

c) Använd Taylorutveckling eller återför p̊a standardgränsvärdet
limx→0(e

x − 1)/x = 1:

ex − cos(x)

x
=

ex − 1

x
− cos(x)− 1

x

=
ex − 1

x
− cos(x)− 1

x
· cos(x) + 1

cos(x) + 1

=
ex − 1

x
− cos2(x)− 1

x(cos(x) + 1)

=
ex − 1

x
+

sin2(x)

x(cos(x) + 1)

=
ex − 1

x
+

sin(x)

x
· sin(x)

cos(x) + 1

→ 1 + 1 · 0

2
= 1, d̊a x→ 0.
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4. Vi har∫ ∞
0

e−
√
xdx =

 t =
√
x, 0 7→ 0

x = t2, ∞ 7→ ∞
dx = 2tdt

 =

∫ ∞
0

2te−tdt = [PI]

= [−2te−t]∞0 +

∫ ∞
0

2e−tdt = 0 + [−2e−t]∞0 = 2 .

5. Observera att z = 1 är en lösning till ekvationen. Polynomdivision ger

z3 + (1 + 2i)z2 − 2z − 2i

z − 1
= · · · = z2 + 2(1 + i)z + 2i

S̊a det återst̊ar att lösa z2 + 2(1 + i)z + 2i = 0. Kvadratkomplettering
ger att

z2 + 2(1 + i)z + 2i = (z + 1 + i)2

s̊a z = −1− i är den enda lösningen till z2 + 2(1 + i)z+ 2i = 0 och den
har multiplicitet 2.

Allts̊a, lösningarna till z3 + (1 + 2i)z2 − 2z − 2i = 0 är z = 1, med
multiplicitet 1, och z = −1− i med multiplicitet 2.

6. Eftersom

∫
1

x lnx
dx = ln(lnx) är den integrerande faktorn eln(lnx) =

lnx. Vi f̊ar (y lnx)′ =
lnx

x
och y(x) lnx =

∫
lnx

x
dx =

1

2
ln2 x + C.

Villkoret y(e) = 3
2

ger, eftersom ln e = 1 att C = 1. Allts̊a är y(x) lnx =

1

2
ln2 x+ 1 och y(x) =

1

2
lnx+

1

lnx
.

7. a) L̊at g(x) = 5
2
x2 − x + 17

10
, som är deriverbar för alla x ∈ R ef-

tersom polynom är deriverbara. Man verifierar dessutom, t.ex.
med kvadratkomplettering, att g(x) > 0 för alla x ∈ R, d.v.s.
värdemängden för g är inneh̊allen i de positiva reella talen. Vi-
dare är ln(y) deriverbar för alla positiva reella y. Enligt sats i
boken är d̊a den sammansatta funktionen ln(g(x)) deriverbar för
alla x ∈ R. Eftersom f(x) = ln(g(x)) − x och x är deriverbar för
alla x ∈ R blir f(x) deriverbar för alla x ∈ R.

b) Vi har att

f ′(x) =
5x− 1

g(x)
− 1 = −5

2

x2 − 12
5
x+ 27

25

g(x)
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s̊a nollställena till f ′ ges av ekvationen x2 + 12
5
x − 27

25
= 0, som

har lösningarna x = 3/5 och x = 9/5. Teckentabell visar att f
är växande p̊a intervallet [1, 9/5] och avtagande p̊a [9/5,∞) s̊a
största värdet av f(x) p̊a intervallet [1,∞) (existerar och) antas
för x = 9/5, d.v.s. största värdet av f(x) p̊a [1,∞) är

f(9/5) = · · · = 3 ln(2)− 9/5.

c) Vi har att f(1) = ln(32/10)−1. Eftersom ln är växande och e < 3
är f(x) = ln(32/10) − 1 > ln(3) − 1 > ln(e) − 1 = 0. Dessutom
har vi att

f(x) = ln(
5

2
x2 − x+

17

10
)− x

= ln(
5

2
− 1

x
+

17

10x2
) + 2 ln(x)− x

= ln(
5

2
− 1

x
+

17

10x2
)− x(1− 2 ln(x)

x
)

→ −∞, d̊a x→∞

eftersom

ln(
5

2
− 1

x
+

17

10x2
)→ ln(5/2) och

ln(x)

x
→ 0, d̊a x→∞.

För tillräckligt stora x är allts̊a f(x) < 0; eftersom f är en de-
riverbar funktion, och allts̊a speciellt kontinuerlig, och dessutom
f(1) > 0 följer det fr̊an satsen om mellanliggande värden att f
har (minst) ett nollställe i [1,∞).

8. Skriv

x

∫ 1

x

cos t

t2
dt = x

∫ 1

x

1

t2
dt+ x

∫ 1

x

cos t− 1

t2
dt .

Nu gäller

x

∫ 1

x

1

t2
dt = x

[
−1

t

]1
x

= x

(
1

x
− 1

)
→ 1 , x→ 0 .

Dessutom, eftersom

∫ 1

0

cos t− 1

t2
dt är konvergent, gäller

x

∫ 1

x

cos t− 1

t2
dt→ 0

∫ 1

0

cos t− 1

t2
dt = 0 .

Det sökta gränsvärdet är allts̊a 1.
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