Matematik
Goteborgs universitet
H.C. & H.S.K.

Losningsforslag
Envariabelanalys, MMG200

1. (a) och (b) Se kurslitteraturen.
(

c) e Ar kontinuerlig sa integralkalkylens medelvardessats ger att
/1 e dx = 2¢¢ for nagot € mellan —1 och 1. Men 1 = ¢° < & <
el_lg 3 da —1 < & <1 och pastaendet foljer.

2. Se kurslitteraturen.

3. a) Faktorisera tiljaren: 2% — 5z + 6 = (x — 2)(z — 3). Alltsa ar
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b) Anvénd Taylorutveckling eller aterfor pa standardgrénsvéirdena
lim, o sin(z)/x = 1 och lim, o In(1 + z)/x = 1:

tan(2z)  sin(2z) 1
In(1+z)  cos(2z) In(1+z)
sin(2z) 2 x

—~1-2:-1=2, daz — 0.

22 cos(z) In(1+z)

¢) Anvéand Taylorutveckling eller aterfor pa standardgransvérdet
lim, ,o(e” —1)/x = 1:

e’ —cos(wr)  e"—1 cos(x)—1
T B T T
" =1 cos(z)—1 cos(z)+1
B x x cos(x) + 1
=1 cos*(z) —1
B x x(cos(z) + 1)
et =1 sin?(x)
B x x(cos(z) + 1)
e*—1 sin(z)  sin(z)
= +
T x  cos(z)+1
0

— 1+1-§:1, daz — 0.



4.

D.

7.

Vi har

/ e Vs = r=1t* ocorr oo | = / 2te”'dt = [PI|
0 dx = 2tdt 0

= [—2te”"]° —i—/o 2etdt =0+ -2 =2.

Observera att z = 1 dr en losning till ekvationen. Polynomdivision ger

24+ (1+20)22 — 22— 2i

2 . .
== 2(1 2
g 22+ 2(1+4d)z+2i

Sa det aterstar att 16sa 2% + 2(1 + i)z + 2i = 0. Kvadratkomplettering
ger att

2421 +i)z+2i = (z+1+1i)?
s& z = —1 —4 dr den enda 16sningen till 22 +2(1+41)z +2i = 0 och den
har multiplicitet 2.
Alltsa, l6sningarna till 2% + (1 + 2i)2% — 22 — 20 = 0 dr z = 1, med
multiplicitet 1, och z = —1 — ¢ med multiplicitet 2.

1
Eftersom / ] dr = In(Inz) #r den integrerande faktorn (%) —
rlnx

1 1 1
Inz. Vi far (ylnz) = 2% och y(x)Inz = /Eda: = §ln2x+0.
T x

Villkoret y(e) = 2 ger, eftersom Ine = 1 att C' = 1. Alltsé ér y(z) Inz =

1 1 1
éln2x+1 och y(x) = §lnx+ﬂ.
a) Lat g(z) = 32% — x + 3}, som &r deriverbar for alla 2 € R ef-

tersom polynom &r deriverbara. Man verifierar dessutom, t.ex.
med kvadratkomplettering, att g(z) > 0 for alla z € R, d.v.s.
vardeméngden for g dr innehallen i de positiva reella talen. Vi-
dare dr In(y) deriverbar for alla positiva reella y. Enligt sats i
boken dr da den sammansatta funktionen In(g(x)) deriverbar for
alla x € R. Eftersom f(x) = In(g(z)) — « och x &r deriverbar for
alla x € R blir f(z) deriverbar for alla x € R.

b) Vi har att
se—1 52 -Frty
g(x) 2 g(x)



sa nollstillena till f’ ges av ekvationen 2 + 1 x — gg = 0, som

har 16sningarna = 3/5 och z = 9/5. Teckentabell visar att f
dr vixande pa intervallet [1,9/5] och avtagande pa [9/5,00) sa
storsta virdet av f(z) pa intervallet [1,00) (existerar och) antas
for x = 9/5, d.v.s. storsta virdet av f(x) pa [1,00) ar

£(9/5) = -+ = 3In(2) — 9/5.

¢) Vihar att f(1) = In(32/10) — 1. Eftersom In &r vixande och e < 3
ar f(x) = 1n(32/10) =1 > In(3) — 1 > In(e) — 1 = 0. Dessutom

har vi att
5 17
flx) = 1n(§x —:13+E) —x
5 1 17
= ln(§ BT 5) +2In(z) —x
5 1 17 21In(x)
— In(S-= (1 —
n(2 x * 10902) o x )
— —o00, dax— o0
eftersom
5 1 17 In(x)

ln(§ -t 101:2) — In(5/2) och — 0, daz— co.
For tillrdckligt stora x &ar alltsa f(x) < 0; eftersom f &r en de-
riverbar funktion, och alltsa speciellt kontinuerlig, och dessutom
f(1) > 0 foljer det fran satsen om mellanliggande virden att f
har (minst) ett nollstélle i [1, 00).

8. Skriv
t t—1
! cos / L / coS 4 g
Nu giller
! 1" 1
x —dt=xz|—-| =2(—-—-1)—=>1,2—0.
t2 t], x
cost — N ..
Dessutom, eftersom / —dt ar konvergent, géller

t—1 Leost — 1
x/ Ldt—m/ O =0,
x t2 0 t2

Det sokta grinsviardet ar alltsa 1.



