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MMG200 Envariabelsanalys
Loésningar

1. (a) Formulera och bevisa analysens fundamentalsats. Losningen finns i boken!

(b) Berékna derivatan av

cos(x

(z)
- V1 — t2dt, O<z<

sin(x) 2

Vi anvénder analysens fundamentalsats. Funktionen

sin(x)
/ V1 —t3dt
0

har derivatan

1 — sin?(z) cos(z).

och funktionen
cos(z

0 )
/ V1—1t2dt = — V1 —t2dt
cos(x) 0

har derivatan

sin(z)y/1 — cos(x)2.

Anvénder vi lineariteten till att skriva om integralen som

sin(x

(z)
V1 —t2dt —
0

cos(x sin(x

(z) (z)
— V1 —t2dt = V1 —t23dt =
) 0

sin(x) cos(z

cos(x

()
V1 —t3dt

sa far vi alltsa

1 — sin?(z) cos(z) + sin(x)/1 — cos(z)2.

Da slutligen 0 < x < 7/2 har vi att

1 —sin?(x) = cos(z), 1 — cos(z)? = sin(z)

sa det blir
cos®(x) + sin®(x) = 1.

Wow!

2. Berikna foljande gransvirden om de existerar

in(2
(i) lim 51211( 1:)2 Vi far anvénda I’'Hopital:
TT T4 — T
lim (si2n(2acl)’ — lim 2 cos(2x) _ 1
o (22 — w2) oz 2x 27



(ii) lim Vab+ 23 +1— a6 — 23 +1 Vi forlanger med konjugatet:

T—r—00

Vb + a3 +1+Vab — a3 +1

\/x6+w3+1—\/x6—x3+1:(\/x6+x3+1—\/x6—x3+1>
Vab 43 + 1+ a6 — 23 +1

223
= — —2 om x — —o0.
Vab + a3 + 14+ Vab — 23 +1

arctan(z) — sin(z)

(iii) lim Vi anvénder I’'Hopital igen:

20 x3 cos(x)
. arctan(z) — sin(z) H% — cos(z)
lim = lim -
2—0 a3 cos(x) 2—0 322 cos(z) — a2 sin(x)
och en gang till:
—2x .
m - sm(a:)

290 62 cos(x) — 32 sin(x) — 2z sin(x) — x2 cos(x)

—2  sin(x)
= lim (1+a%)° e = -3
2—0 6 cos(z) — 3w sin(z) — 2sin(x) — zcos(z) 6
3. Bestam alla primitiva funktioner till
sin(2x)

fx) = 1 + sin(x) 4 cos?(z)

Vi skriver

sin(2x) 2sin(x) cos(z)
/ T+ sin(z) + cos?(z) / 1+ sin(z )+Cos2(a:)dw

Gor vi variabelsubstitutionen u = sin(x), altsa du = cos(x)dx, far vi:

/ 1+u41id(1—u2 N 2/u2—u— _Q/W—g;m'

Partialbraksuppdelning ger

u A B
D@D w2 tuyp AwtLFBu-2=u

alltsa
A+B=1 A-2B=0 => B=1-Aoch A—2(1-A) =0 = 34=2 = A=2/3, B=1/3.

Sammantaget har vi

2 1/3 2
—2/ /3 / du = (1n\u—2\+ ln|u+1|>

u—2 u+1 -

Med u = sin(x) far vi slutligen svaret

4 2
—§In|sin(:z:) —2|— gln\sin(m’) +1]+C.



4. Berikna alla extrempunkter av f(x) = cos(e” — 1) med = € R.

Vi vet att maximum av cos(t) finns nér ¢ = 27n med n € Z. Sa vi letar efter
e’ —1=2mn, neZ.
Vi vet att e* > 0 alla z € R. Altsa
ef—1>—-1>-1 = e*—1=2mm, neN={0,1,...}.

Da har vi
e* =142mn = x=log(l+2mn), nelN

Sedan vi vet att cos(¢) har minimum nér ¢t = (2n+ 1)t medn € Z. Da e*—1 > —1 > —m,

vi hittar

e —1=0C2n+1)r <= =1+ 2n+1)r < x=log(l+ (2n+1)w), neN.

5. Beriikna arean av det begrinsade omrade som avgrinsas av parabeln y = 2z — 22 och den
rata linjen x +y = 0.

2

Kurvorna mots i de punkter dir 2z — z* = —ux, alltsa

2

3r=2° <= z(r—3)=0 = x=0o0ch z=3.

Arean blir harmed

/3(233 — 2 + x)dr = (32%/2 — x3/3)xi3 = ﬁ — g
0 =0~ " 3
6. Los differentialekvationen
y"(x) + 2y () — 3y(z) = (z + 1)e”.
(i) Homogenldsning: Karakteristisk ekvation: 72 +2r —3=0 = r; = 1,79 = —3

yp(x) = Cre® + Core™ %, dir C1,Ch € R.
(ii) Partikulirlésning: Lat y(z) = z(z)e* = o/(z) = 2/ (x)e® + 2(x)e”,
y'(x) = 2" (x)e” + 2 (x)e” + 2/ (x)e” + 2(x)e” = (2" () + 22/ (x) + 2(z))e”.
Vi far alltsa att,
Y (z) + 2y (z) — 3y(z) = (2" (z) + 42" (z))e” = {Vivill} = (z + 1)e”.

For att 1osa ekvationen 2”(x) + 42'(x) = « + 1 ansétter vi z(z) = z(Azx + B) for nagra
konstanter A, B € R. Detta ger,

2(x)+ 42 (2) =2A+8Ax +4B =2 + 1.

Koefficientidentifikation ger A =1/8 och B = 3/16, sa

Sammantaget far vi alltsa 16sningen

x
y(x) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Coe > + 1—(2m + 3)e”.



7. Komplexa tal:

(a) Skriv 7e'™ + 2¢i™/2 4 %ﬂ som a + ib med a € R och b € R.
Vi anviander Eulers formel:
2(1—1)

, , 2
7e”+2e”/2+m:—7+2¢+ 5 = 742 4+1—i=—64i.

(b) Hitta alla 16sningar i C till ekvationen: 23 4 27 = 0.
Euler igen:

Z3 = _97 = 33(ei7r+2ik7l’) = 5= 3eiﬂ(1+2k)/3’ k= 0’ 1’2

8. Bevisa att om lim f(z) = M och lim g(x) = L, sa géller att

lim f(z)g(x) = M L.

Finns 1 boken!

Julie och Hossein



