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Matematiska vetenskaper Envariabelanalys

Numerisk 1osning av ekvationer

1 Inledning

Vi skall 16sa ekvationer, dvs. berdkna nollstéllen till funktioner. For att se hur manga nollstéallen
en funktion har och ungefér var de ligger behover vi rita en graf av funktionen. Dérefter berdknar
vi noggrant de nollstéllen som vi &r intresserade av, dels med egna program dels med hjilp av i
MATLAB inbyggda program.

Som exempel kan vi ta ekvationen,

flz) = (x—25)e "2 102 =0

Vi borjar med att rita grafen till f for att fa en uppfattning om hur manga nollstéllen vi har och
ungefir var de ligger.

>> £=0(x) (x-2.5) . *exp(-0.5%(x-2).72)+0.2;
>> x=linspace(-2,7);

>> plot(x,f(x))

>> axis([-2 7 -1 1]), grid on

Vi ser losningar till f(x) = 0 som de punkter dér grafen skir z-axeln.
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Vi ser att vi har tva nollstéllen, ett i intervallet [a,b] = [—1,0] och ett i intervallet [a, b] = [2, 3].

Givetvis kan vi grafiskt ldsa av en approximation av nollstéllena, men det &r svart att fa hog
noggrannhet i denna avlédsning.

Vi behover en metod som stegvis kan forbéattra en approximation tills den blir tillréackligt nog-
grann. Intervallhalveringsmetoden (eller bisektionsmetoden) dr en sadan metod.



Metoden bygger pa foljande resonemang: Om en funktion f vixlar tecken pa ett intervall [a, b] och
om f dr kontinuerlig sa maste f bli noll nagonstans i intervallet, dvs. vi har minst ett nollstélle
i intervallet. Delar vi intervallet i mitten, sa att vi far tva delintervall, sa kommer vi fortfarande
ha teckenviixling i nagot av delintervallen.

Detta delintervall kommer innehalla minst ett nollstélle och vi behaller detta intervall och upp-
repar resonemanget for detta nya intervall.

Intervallhalveringsmetoden &r palitlig men langsam, den kraver vanligtvis vildigt manga itera-
tioner (intervallhalveringar) for att fa tillrdcklig noggrannhet i approximationen av 16sningen. I
ett senare avsnitt skall vi se pa Newtons metod som bygger pa att successivt approximera funk-
tionen f(x) med linjériseringar (tangenter). Newtons metod &ar mycket snabbare, men kréver en
tillrdckligt bra forsta approximation av en 16sning.

2 Intervallhalveringsmetoden

Antag att funktionen f(x) &r kontinuerlig. Starta med ett intervall [a, b] dar f(z) vixlar tecken,
dvs. ddr f(a) - f(b) < 0. Eftersom f(x) &r kontinuerlig sa finns det minst ett nollstéille i [a, b].
Bilda mittpunkten m = “t2 och dela intervallet i tva lika langa delintervall [a, m] och [m, b).

Vi delar intervallet i tva lika langa delintervall, dvs. [a, m] och [m, b].
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Delintervall dér f(x) vixlar tecken behaller vi, dvs. vi behaller [a,m] om f(a)- f(m) < 0, annars
behaller vi [m, b].
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Upprepa tills vi har ett intervall som &r tillrackligt smalt, dvs. att vi har stdngt in ett nollstélle
med tillrdcklig noggrannhet.

Léas gérna i Persson-Boiers kapitel 2.5.2 om intervallhalveringsmetoden.



Uppgift 1. Rita grafen till f(z) = (x —2.5) e %*@=2* 102, dvs. aterskapa bilden i inledningen.
Anvénd en anonym funktion med ett funktionshandtag for att beskriva funktionen (precis som i
det inledande exemplet).

Uppgift 2. Vi ser att vi har ett nollstille till f(z) = 0 i intervallet [a, b] = [—1,0].
Skriv foljande i MATLAB kod:

(a). Lat a = —1 och b = 0.

(b). Undersok om f véxlar tecken pa [a, b] genom att bilda f(a) - f(b).

(c). Bilda mittpunkten m.

(d). Om f vixlar tecken pa [a,m], lat b fa virdet av m, annars lat a fa viardet av m. Med andra
ord behall vénster delintervall om vi har teckenvéxling dér, annars behall hoger delintervall.

Uppgift 3. Skriv en function som léser ekvationen f(z) = 0 genom intervallhalvering. Funktionen
skall heta min bisect och skall som indata ges en funktion som berdknar f(z), ett intervall
la,b] dar f(z) véxlar tecken, dvs. dar f(a) - f(b) < 0, samt den noggrannhet losningen skall
bestdmmas med. Funktionen skall som utdata ge mittpunkten m i det senaste intervallet som
omsluter nollstallet.

Funktionen skall anropas enligt x = min bisect(f,I,tol), dédr f &r ett funktionshandtag till
funktionen som beréknar f(x), I &r en radvektor som ger intervallgrinserna a samt b och tol ett
tal som anger 6nskad noggrannhet.

Uppgift 4. Anvéind nu din funktion min_bisect for att berdkna bada nollstillena till funktionen
i uppgift 1 med fem korrekta decimaler. Kontrollera att svaren ar rimliga.

Uppgift 5. Kastbana utan luftmotstand beskrivs av

2 2 2 2
o g _ vysin(260) vg sin® 0
y(*) = wo 202 cos? 0 <x 29 + 2g

dér vy ar utkastfarten och 6 ar utkastvinkeln.

Hur langt nar kastet om vi tar yo = 1.85, vg = 10 m/s och § = 45°7 Du kéinner nog igen funktionen
y(x) for kastbanan fran tidigare. Gor en funktionsfil for att beskriva den enligt

function y=kastbanan(x)
y0=1.85; v=10; g=9.81; theta=45; t=thetax*pi/180;
a=g/(2xv~"2*xcos(t)"2); b=v~"2xsin(2*t)/(2*xg); c=v"2xsin(t) ~2/(2xg);
y=y0-ax*(x-b) . 2+c;

Rita en graf av kastbanan sa du ser ungefir var marken tréaffas och anvind sedan din funktion
min bisect for att bestdmma traffpunkten noggrant. Kontrollera att svaret dr rimligt.

3 Newtons metod

Antag att z; &r en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(x) = 0. Folj tangenten i
punkten (xy, f(zg)), dvs.

y = f(xr) + f(2)(z — 1)



ned till z-axeln (y = 0) och tag skidrningspunktens z-koordinat

f(zy)

Pl = f'(a)

som en ny approximation av nollstéllet.

Vi ser pa nagra steg med metoden: Starta med en approximation xy av ett nollstélle till f(x) = 0.
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Bilda tangenten y = f(zo) + f'(xo)(x — o) till f i 2 = zo och tag dess skidrningspunkt med
zr-axeln som en ny approximation
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Bilda tangenten y = f(z1) + f'(z1)(z — x1) i © = x; och tag dess skdrningspunkt med z-axeln
som en &nnu nyare approximation
f(z1)

()

To =T

Som exempel tar vi: Los ekvationen f(x) =0 dér f(z) = cos(x) — z. En graf av funktionen (rita
den gérna) visar att vi har ett nollstdllen nira xy = 0.75 som vi tar som startapproximation.

>> f=0(x)cos(x)-x; Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; to0l=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x hl)
if abs(h)<tol, break, end
end



0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi zj-vérdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(xy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer ar atta korrekta decimaler (felet mindre &n % x 1078).

Léas gérna i Persson-Boiers kapitel 4.5 om Newtons metod (eller Newton-Raphsons metod).

Uppgift 6. Lat f(z) = 2% — cos(4z). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att
se var ungefir losningarna (skérningspunkterna) ligger. Hur manga losningar finns det? Lés av i
grafiken en forsta approximation av en l6sning for att sedan forbattra denna med Newtons metod.
Rita ut 16sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla 16sningar till ekvationen.

Det ar praktiskt att packetera en metod genom att skriva ett program eller funktion som utfor
metoden. Vi gjorde det i forra avsnittet for intervallhalveringsmetoden och nu gor vi det dven for
Newtons metod.

Uppgift 7. Skriv en function som loser ekvationen f(x) = 0 med Newtons metod. Funktionen
skall heta min_newton och skall som indata ges tva funktioner, dels en som beréknar f(z) dels en
som berdknar f’(z), en startapproximation av 1osningen, samt den noggrannhet 16sningen skall
bestdmmas med. Funktionen skall som utdata ge en approximation av nollstéllet som uppfyller
noggrannhetskravet.

Funktionen skall anropas enligt x = min newton(f,Df,x0,tol), dédr £ och Df &r tva funktions-
handtag till de funktioner som berdknar f(z) respektive f’(x), x0 ar en startapproximation av
16sningen och tol ett tal som anger 6nskad noggrannhet.

Uppgift 8. Prova nu din funktion min newton pa foljande ekvationer. Rita grafer och berikna
samtliga nollstéllen.

(a). f(z)=0.5(x—2)?—2cos(2x)—1.5=10 (b). f(z) =a3—cos(4r) =0

4 Fardigt program i MATLAB

Det finns en fardig funktion fzero for att losa icke-linjdra ekvationer. Genom att anvénda en
kombination av intervallhalveringsmetoden (palitlig men mycket langsam) och Newtons metod
(kréver bra startapproximationer men mycket snabb) kan man forena de goda egenskaperna hos
respektive metod och undvika de daliga. (Derivatan i Newtons metod ersitts i fzero med en
approximation.)

Funktion fzero anviéinds enligt nagot av alternativen
x=fzero(fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dédr fun beskriver funktionen vi skall finna nollstéllet till, xO &r en forsta approximation av
nollstéllet eller ett intervall med teckenvixling som omsluter nollstéllet vi soker. I senare fal-
let kommer fzero garanterat finna en approximation av ett nollstéll e.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beréknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjélptexten.



For en sista gang ser vi pa exemplet fran inledningen. Vi har alltsa
f(z)=0.5(x —2)* =2 cos(22) — 1.5 =0,
och 1 MATLAB loser vi med

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x0=4;

>> x=fzero(f,x0)

X -

3.8664

Utskriften av berdkningsresultatet ovan gjordes med fem siffror. Vill vi fa fler siffror utskrivna
kan vi ge kommandot format long innan utskriften. Med format short far vi tillbaka den korta
varianten. Sa kallad scientific notation far vi med format short e respektive format long e.

Uppgift 9. Betrakta ekvationen

3 +sin(27)

f(2) = T stgm — 12 =0

Rita graf och berdkna samtliga nollstéillen noggrant med fzero. Ténk pa att anvinda elementvisa
operationer.



