Losningsforslag till tentamen Flervariabelanalys, del 1, MMG300, 2018-03-16

1.

Bevisets kiirna: Tag x € £71(M). Det finns € > 0 da M #r 6ppen sa att B(f(x),¢) € M.
Det finns sedan 6 > 0 da f &r kontinuerlig s& att B(x, ) C f~1(M). Se kursbokens bevis
for fler detaljer. I (b) behover inte bildméngden vara 6ppen. T ex f = 0 har endast origo
som bildmangd, en icke-6ppen mangd.

Satt f(z,y,2) = 22 4+ Ty? — 22 — 5. VF(2,1,4) = 2(2,7,—4) #r normalvektor till tan-

gentplanet ifraga. Detta ses ha ekvation 2z + 7y — 42 = —5. Sétt r(t) = (1/t,1/t%,1).
Vektorn v/(t) = (=1/t%,—2/t3,1) = (=1,—2,1) &r tangent till linjen ifraga. Denna har
parameterekvation (z,y,z) = (1,1,1) + t(—1,—2,1). Denna insatt i planets ekvation ger
sokta skarningspunkter: 2(1 — ¢) + 7(1 — 2t) — 4(¢t + 1) = —5. Detta ger t = 1/2, dvs
punkten P = (1/2,0,3/2).

. Inre stationéra punkter ges av f, = 423y + dxyd — 22y = 0, fé =zt 4+ 62%% — 22 = 0.

Férkorta bort zy respektive 2. Vi far fyra 1osningar (£2, £1)/4/10, men ingen ligger i om-
radet. Pa randen parametriserar vi med z. Lat y = 1/x och betrakta g(z) = f(x,1/x) =
23 4+ 2/x — x for x > 0. Stationéira punkter ges av ¢'(z) = 322 — 2/2? — 1 = 0, dvs
(322 +2)(x* — 1) = 0. Vi far 1osningen 2 = 1 och en kandidat f(1,1) = 2 till extremvirde.
Da omradet inte dr kompakt undersoker vi gransviardet i omradet mot co.

2 (.2 2 2,2 1/,2,.2 1.2 .
f(z,y) = z7y(x*4+2y°—1) > x(z*+y“—1) > g(m +y°—1) > - (r*—1) = oo, da r — oo.

Utifran denna undersékning och satserna om storsta och minsta virde och om mellanlig-
gande véirden resonerar vi oss pa vanligt sitt fram till att virdeméngden blir [2, 00).

. Vi beriknar de partiella forsta- och andraderivatorna i (1,2): f, = f, = 0 och f, =

—16e73, :]’c’y =0, fé’y = —2¢3. Detta ger Taylorpolynomet p(h, k) = (4 — 8h* — k?)e 3.

Speciellt ser vi att (1,2) ar en strang lokal maximipunkt.

. Implicita funktionsatsen séger att om g ar en C'-funktion i en omgivning av (a,b) och

om g, (a,b) # 0, s existerar en C! envariabelfunktion h(x) vars graf {(z,y) ; y = h(x)}
sammanfaller med nivakurvan {(x,y) ; g(z,y) = 0} i en omgivning av (a, b). Vi anvénder
detta resultat och dess tvilling, z = h(y) om ¢, (a,b) # 0, for att visa (b). Tre fall: (1)
Om Vyg(a,b) = 0 s r trivialt vektorerna parallella. (2) Om g, (a,b) # 0 sa kan vi enligt
implicita funktionssatsen parametrisera g = 0 med z: (z,y) = (¢, h(t)). Om extremvérde
foreligger da t = x = a sé far vi for f(t) = f(t, h(t)) att

f'(a) = fi(a,b) + 1'(a) fy(a,b) = 0.

Da (a,h'(a)) #r tangentvektor till g = 0 och Vg(a,b) dr normalvektor till g = 0 foljer
att gradienterna &r parallella. (3) Om g;(a,b) # 0 resonerar vi analogt med (2) och
parametriserar (x,y) = (f(t),1).

. Kedjeregeln visar att h! = h!, + h! och h; = h!, — hl. Detta tillimpat pa h = f. och

h = f respektive h = f; och h = f, transformerar ekvationen till

4f! = uw.

uv

Integration forst med avseende pa v och sedan med avseende pa u visar att

flu,v) = £uv® + C(u) + D(v),



dar C(t) och D(t) ar godtyckliga envariabelfunktioner. Den allménna losningen f(x,y) blir
alltsa f(z,y) = (22 —y*)?/16+C(x+y)+D(x—y). For att finna C och D i (b), y-deriverar
vi och sitter y = 0. Vi far ekvationer 2% /16 + C(x) + D(x) = 0 och C’(z) — D(z) = 0 som
ska gélla for alla € R. Integration av den andra ekvaionen ger C'(z) = D(z)+FE for ndgon
konstant E. Forsta ekvationen ger nu D(z) = —*/32 — E/2 och C(z) = —x1/32 + E/2.
Den sokta partikuldrlosningen blir f(z,y) = (2% — y*)?/16 — (z +y)*/32 — (z — y)*/32.

. Lat g(t) =1—|t—2] da 1 <t <3och g(t) =0 for 6vrigt. Funktionen

e/, = #o0,
f(may) - {0, :c:(),

visar existensen i (a).

(b): Att f ar differentierbar i origo innebér att det finns tal A och B sa att

lim (f(xay) - f(0,0) — Az — By)/\/ 2 +y2 =0.
(z,y)—0

Vi vet att f = 0 pa koordinataxlarna, och pa grund av kontinuitet att f(0,0) = 0. Déarfor
méste A = f;(0,0) = 0 och B = f,(0,0) = 0. Eftersom vi vet att f(z,y)/v/z2 +y> =1
pa kurvan y = 222 in mot origo, sa foljer att f inte ar differentierbar i origo.

(c): For v = (£1,0) och v = (0,41) har vi redan konstaterat i (b) att riktningsderi-
vatorna, dvs de partiella derivatorna, adr 0 eftersom f = 0 pa koordinataxlarna. Lat nu
v = (a,b) dér a,b # 0. Betrakta en punkt ¢(a,b) pa linjen genom origo med riktningsvek-
tor v. Om [tb| > 3(ta)? sa ér f(ta,tb) = 0. Alltsa &r f = 0 lings linjen da [t| < |b|/(3a?).
Alla riktningsderivatorna f,(0,0) existerar alltsi och &r alla lika med 0.



