Losningsforslag till tentamen Flervariabelanalys, del 1, MMG300, 2018-06-08

1. (a) Cauchyfoljd betyder att for varje € > 0 finnes N < oo sadant att |x,, — x,| < € for

alla m,n > N.

(b) Vi noterar forst att en Cauchyfoljd dr begriansad. Tag ndmligen € = 1 i definitionen.
Da finns N sa att speciellt |x,, —xn| < 1 for alla m > N. (Tag n = N.) Det foljer genom
anvindning av omvénda triangelolikheten att alla punkter i f6ljden ligger i klotet kring
origo med radie r = max(|x1|, [x2l, ..., |xn—1], |[xn] + 1).

Déa foljden &r begridnsad finns enligt Bolzano—Weierstrass sats en delfoljd (x,, )je; som
konvergerar mot en punkt x € R". Vi visar nu att hela féljden ocksa konvergerar mot
detta x. Lat € > 0. Da finns K < oo sadant att |x,, —x| < e da k > K, eftersom delf6ljden
konvergerar, men ocksd N < oo sadant att |x,, — x,| < € for alla m,n > N, eftersom
foljden ar Cauchy. Valj nu k > K sa att nip > N. Da foljer med n = ny, att

Xm — X[ = [(Xm — Xn,,) + (Xn,, = X)| < [Xm — X, | + [%Xn, — X[ < €+ €= 2
for alla m > N. Da € > 0 var godtyckligt, visar detta att hela foljden konvergerar.

. Méngden utgors av en foljd av punkter som konvergerar mot 0. Speciellt innehaller inte M
nagra oppna icke-tomma intervall, s& IntM = (). De punkter = dar vérje intervall B(z,r)
innehaller bade punkter fran M och dess komplement, ar alla x € M samt z = 0. Salunda
ir OM = M U {0}. Det foljer att M = IntM UOM = M U {0}.

Da M C B(0,1) ar méngden begransad. Den ar varken 6ppen eller sluten eftersom varken
OMNM =0 eller OM C M.

. De stationara punkterna ses genom partiell derivering vara lésningarna till
24+ 2y = 3z = 3y.

Da z = y far vi 2 — 3z + 2 = 0, med 16sningarna = 1 och & = 2. De stationira
punkterna #r saledes (z,y) = (1,1) och (2,2). Andraderivatorna blir f7, = 3y*/(24 zy)?,
foy = 322/(2 + 2y)? och foy = —=3/(2 4+ xy) + 3zy/(2 + zy)® T (1,1) ger detta oss
den kvadratiska formen Q@ = L(h* + 2(—2)hk + k%) = 1((h — 2k)* — 3k*). Denna &r
indefinit, sa (1,1) ar ingen lokal extrempunkt. I (2,2) blir den kvadratiska formen @ =
T(hW* +2(=3)hk + k*) = 3((h — 3k)* + 3k?). Denna dr positivt definit, sa (2,2) &r ett
lokalt minimum.

. (a) Bilden av g = (g1, . . -, gn) beskriver en kurva i R". Vektorn g'(t) = (¢1(t), ..., d,(t)),
om denna inte dr nollvektorn, ar en tangentvektor till denna kurva i punkten g(t).

(b) f ar differentierbar i x om det finns tal Ay,..., A, € R sidana att
1
lim —(f(x+h)— f(x) — Ajh1 + ... Ayhy,) =0,

déar h = (h1,...,hy). (Om f &r differentierbar kan man da visa att dessa tal dr entydigt
bestdmda och lika med de partiella derivatorna.)

(c) Kedjeregeln séger att under forutsittning att g ar deriverbar i ¢ € R och f ar diffe-
rentierbar i x = g(t), s ar den sammansatta funktionen f(g(t)) deriverbar i ¢ och dess
derivata ges av

S IE0) = Fi (I + -+ i, ().



Bevis: Lat h = g(t + k) — g(¢t) sa att x + h = g(¢t + k). Anvandning av antagandet att f
ar differentierbar i t ger

Lreerm) = o0y = Al pa e B

!/

dér p dr en funktion sadan att lim p(h) = 0. Som noterat i (b) &r 4; = f; (x), j =

. . h—0
1,...,n. Vidare har vi

hi gt +k)—g;(t
];:g](+]i gj()—>g;-(t) da k — 0.

For feltermen noterar vi att klimi |h|/k = £|g’(t)], och speciellt ir denna faktor begrinsad
—0

i en omgivning av k = 0. Later vi nu k — 0 sa f6ljer kedjeregelsformeln.

. Vi deriverar partiellt och finner gradienten
1

ViHW3,1,7) = NG

(—3,3V3,—1).
V37

Den maximala riktningsderivatan blir dirmed |V f(v/3,1,7)| = N Da tangentplanet
T

har en normalvektor (—3, 3v/3, —1), beskrivs det av en ekvationen
3z —V3)+3V3y—1) - (z—7) =0,
dvs 3z — 3V3y + z = 7.

. D& vi vet att enhetssfaren S &r en kompakt och sammanhéngande méangd, sdger teorin
att f dar antar ett storsta och minsta virde samt alla ddremellan liggande vérden. Sa
bildméangden dr ett kompakt intervall [m, M]. De méjliga punkter pa S dar m och M
antas, vet vi vidare ar de dar vektorerna V f och Vg ar parallella, dar g(z,y,z) = 2 +
y? 4+ 22. Da Vg = 2(z,y,2) # 0 pa S far vi ekvationssystemet

Y= Az
rT+z=Ny
Y= Az

x2+y2+22:1,

Fallet A = 0: Vi far hiir y = 0, = —z och z = +£1/v/2. Kandidater: f(1/v2,0,—1/v/2) =
0 och f(—1/v2,0,1/v2) = 0.

Fallet A # 0: Vi far hir x = z = y/A och 2y/A = Ay. Om y = 0 foljer det att
x = z = 0, vilket strider mot sista ekvationen. Darfér har vi y # 0, och det foljer da
att A2 = 2. Sax =2 = iy/\/i vilket ger 22 4+ 222 4+ 2% = 1 i sista ekvationen. Kandi-
dater: f(1/27 1/\/51 1/2) = 1/\/§a f(1/27 _1/\/51 1/2) = _1/\/57 f(_1/27 1/\/§> _1/2) =
—1/v2 och f(=1/2,-1/v2,-1/2) = 1/V2.

Den sokta virdeméngden blir alltsa [—1/v/2,1/V2].

(Alternativ 16sning: Rotera koordinatsystemet /4 kring y-axeln och erhall det ekvivalenta
problemet att finna max oxh min for f(x,y, z) = V2zy pa S. Max- och minpunkter ligger
uppenbarligen i planet z = 0, i de nya koordinaterna, och svaret hittas latt med plan
geometri.)



7. (a) Vi undersoker funktionen langs tva olika kurvor in mot origo. Léngs z-axeln y = 0
har vi funktionsviirden = 1. Langs linjen y = —2 har vi funktionsviirden 0/(2z% — az?).
D& a # 2 har vi alltsa tva olika gransvarden langs dessa kurvor, sa tvavariabelgransvardet
kan nte existera. I fallet a = 2 &r funktionen = 1, si i detta fall existerar uppenbarligen
gransvéirdet och ar 1.

(b) Vi noterar forst att griansvirdet av #2/(z? + y?) inte existerar, ty lings koordinatax-

larna ar funktionen 1 respektive 0. Da a > 0 far vi e~ (@) 1, och da a = 0 &r
2 2\a

e~ (@ U — ¢=1 T dessa fall existerar alltsa inte det sdkta grinsvirdet.

For a = —e < 0, 1at 72* = t med r = /22 + y2. Detta ger

2a

e _ .

T:tl/ﬁet%(], da t — oo,
r

enligt standardgransviirde. Eftersom 22 — 0 fir vi att det sokta grinsvirdet existerar och
ar lika med 0, i fallet a < 0.



