Losningsforslag till tentamen Flervariabelanalys, del 1, MMG300, 2018-08-23

1.

(a) Med att M &r sluten menas att M innehéller alla sina randpunkter. En punkt x &r
en randpunkt om B(x, €) innehaller bade punkter fran M och dess komplement for varje
e>0.

(b) Antag att M &r sluten, och lat M > x; — a € R". Antingen &r a en inre, rand-
eller yttre punkt. Men a kan ej vara en yttre punkt for da vore |x; — a| > e > 0 for alla
k, vilket motsédger konvergensen. Alltsa ar a en inre punkt eller en randpunkt. Da M &r
sluten foljer det att a € M.

Antag omvént att alla konvergenta foljder i M har granselement i M, och 1at a € 9M.
For varje k > 0 kan vi da villja x; € M sadant att |xx —a| < 1/k. Da x;, — a foljer av
antagandet att a € M. S& M é&r sluten.

. De stationéra punkterna #r 16sningar till 2zy% + 27y — 27 = 0 = 32%y? + 272. Fran den

andra ekvationen far vi tva fall. Fall 1: = 0. Detta ger y = 1 fran forsta ekvationen. Fall
2: 2y°> +9 = 0. Insatt i forsta ekvationen far vi 2(—9)y+27y—27=0,dvs y = 3. Aterigen
forsta ekvationen ger nu x = —1. Vi har saledes de tva stationdra punkterna (0,1) och
(—1,3). Andraderivatorna beriiknas till f7, = 2y, foy = 6xy? + 27, foy = 6z%y. 1 (0,1)
beriiknar vi kvadratisk form Q = 2h% + 2 27hk, vilken ses vara indefinit. (Valjtex h =1
och k = +1.) I (—1,3) beréknar vi

Q=2-27Th*> + 2 (=27)hk + 18k* = 18(3(h — k/2)* + k?/4)

vilken genom kvadratkompletteringen ses vara positivt definit. Vi har alltsa ett lokal
minimum i (-1, 3) och en sadelpunkt i (0,1).

. D& integranden savil som Gvre gréansen i integralen ar kontinuerligt deriverbara, kan vi

x-derivera under integraltecknet och i 6vre grédnsen och far

2

f(z) = /0 cos(z — t)etht +1-sin(z —z)e" = /0 cos(x — t)etzdt.

Av samma anledning kan vi x-derivera igen och far

2 2

f(z) = /Ow(_ sin(z — )t dt + 1+ cos(x — z)e® = —f(z) + e .

Detta visar att f 16ser den givna differentialekvationen.

. Med kedjeregeln far vi sambanden f, = > /., och f; = 2zyfl + f,. Insatt i ekvationen far

vi —yf, =y + zy, som i de nya variablerna blir f, = —1 — u/v2. Integration map v ger
allmén 10sning

fla,y) = —v+u/v+gu) = —y +zy + g(zy?),
dér g(t) &r en godtycklig envariabelfunktion. Da = = 1 far vi f(1,y) = g(y*) = e7Y.
Med t = y? > 0 ser vi att g(t) = eV for t > 0. Alltsa Ar 16sningen pa problemet
flw,y) = —y+wy+e W7

(a) f &r likformigt kontinuerlig pa D om det for varje € > 0 finns ett § > 0 sddant att
|f(x) — f(y)] < e for alla x,y € M sadana att |x —y| < .



(b) Antag D kompakt och f kontinuerlig, men, i syfte att uppnéa en motségelse, ej likfor-
migt kontinuerlig. Den logiska motsatsen till (a) dr da att det finns € > 0 sadant att det
for alla 6 > 0 existerar x,y € M med |x —y| < 0 och |f(x) — f(y)| > €. For e = 1/k,
beteckna dessa tva punkter xx,yx. Da D &r kompakt har foljden (xy) en delfdljd (xy;);
som konvergerar mot en punkt a € M. Eftersom

|ij_a|§ |ij—ij|+|ij—a|—>O, j-)OO,

med anviindning av triangelolikheten, foljer att &ven (yg;); konvergerar mot a. Av f:s
kontinuitet foljer motsiagelsen

e < lim |f(xi,) ~ flvi,)] = |f(@) ~ f(a)] =0.

Detta visar att f maste vara likformigt kontinuerlig.

. Méngden &r den slutna triangeln med horn i origo, (1,0) och (1,1), en kompakt och
sammanhéngande méngd. Vi vet saledes att virdeméngen &r ett slutet intervall, da f &r
kontinuerlig. Vi soker nu kandidater dar max och min antas. I triangelns inre &r kandidater
de stationdra punkterna: 2z — 3y — 1 = 0 = —3x + 2y + 4. Losningen till detta linjara
ekvationssystem blir (2,1). Men detta &r en falsk 16sning d& den ligger utanfér omradet.
Lings z-axeln #r f(z,0) = 2% — ac = (z—1/2)* - 1/4, vilket ger kandidaten f(1/2,0) =
—1/4 Lings z =1 &r f(1,y) =9° +y = (y +1/2)% —1/4, vilket inte ger nagon kandidat

€ (0,1). Langs y = z ar f(z,2) = —2? + 3z = —(x — 3/2)® + 9/4, vilket inte ger
négon kandidat « € (0,1). Slutligen har vi tre kandidater i hérnpunkterna: f(0,0) = 0,
f(1,0) = 0 och f(1,1) = 2. Jamforelse av de fyra kandidaterna ger att f antar véirdena
[—1/4,2] pa triangeln.

. (a) Ytan ifraga &r en ellipsoid. For att skissa den: Tag enhetssfiren, skala om den i
koordinatrikningarna sé att ytan skiir z-axeln i 2 = +v/6, y-axeln i y = +v/3, och z-axeln
iz=+V2.

(b) Vi soker punkter (x,y, z) pa ellipsoiden, dér planet genom (z, y, z), (6,0,0) och (0, 3,0)
tangerar. Gradienten Vf = 2(x,2y,3z) vet vi dr en normalvektor till tangentplanet till
ellipsoiden. Villkoret pa (z,y, z) kan uttryckas som

Vf : ((.’L’,y,Z) - (67070)) = 07

Vf ’ ((l',y,Z) - (07370)) =0.

Eftersom 22 + 2y% + 322 = 6, blir dessa ekvationer 6 — 6z =0 =6 — 6y, dvs z =y = 1.
1

Insatt i ellipsoidens ekvation f6ljer z = £1. De sokta tangentplaneni (1,1,1) och (1,1, —1)
finner vi nu ha ekvationer x + 2y + 3z = 6 respektive x + 2y — 3z = 6.



