DUBBELINTEGRAL

Lat A vara en axelparallell rektangel i xy-planet:
D={(z,y):a<z<bec<y<d}

En partition P av A &r en indelning av A i mindre, axelparallella rek-
tanglar: A = U, Uity A;j;, dir

Aij ={(z,y) rxi1 <z <z,y-1 <y <y},

ocha=zg<o1<...<zp=bc=y<yn<...<y, =d.

Med en trappfunktion ® av tva variabler menas en funktion pa A
sadan att
O (z,y) = ¢ij = konst (z,y) € Ay;

for nagon partition {A;;} av A.

Dubbelintegralen av ® 6ver A definieras som talet
//@($,y)d$dy = ciju(Aij),
.3
dér p(A;j) &r arean av rektangeln A;j, dvs.
1(Aiz) = (zi — i-1)(y; — yj-1)-

Om ¢;; > 0 kan termen c;;1(A;;) tolkas som volymen av ett rétblock
med bas A;; och hojd ¢;;.

Riakneregler:

1. Om « &r en konstant sa géller

//Aafdxdy—a//Afdxdy
//A(f—l—g)da:dy://Afd:cdy+//Agdxdy

3. Om f(z,y) < g(z,y) pa A sa dr

/ /A Fdady < / /A gdxdy
][ sazay < [[ 1f1aedy

5. Om A iar delad i tva axelparallella rektanglar Ay och As sa ér

//Afdxdy://Al fdmdy+//A2 fdxdy



Viktig formula:

[ sawdy - / f / (o y)dy)de

(itererad enkelintegrering)

Def.1 Funktionen f &r integrerbar ¢ver rektangeln A om det &r sa att
for varje tal € finns det trappfunktioner ® och ¥ sadana att & < f < W

och
// Wdxdy — // ®dzdy < e.
A A

Sats 1. On f &r integrerbar 6ver A sa finns precis ett tal A med egen-

skapen att
//CI)dmdy <A< // WUdzdy
A

for alla trappfunktioner ® och ¥ med ® < f < W.

Def. 2 Lat f vara integrerbar 6ver A. Den entydigt bestimda talet A i
Sats 1 kallas dubbelintegralen av f 6ver A och betecknas

//f(a:,y)dxdy.

Sats 2 Om f &r integrerbar funktion 6ver rektangeln A = [a,b] X [c, d]
och om enkelintegralerna i hogerledet existerar sa géller

/ /A fdzdy = / ' / )y (1)

Motsvarande utsaga giller ocksa med omvénd integrationsordning hogerledet.

Sats 3. Om f #r kontinuerlig pa den kompakta rektangeln A = [a, b] x
[c, d] sa &r den integrerbar pa A. Vidare existerar den itererade enkelin-
tegralen i (1). Saledes kan denna formeln anvindas for beridkning av
[ A fdxdy. Samma géller for omkastad integreringsordning.



