GENERALISERAD DUBBELINTEGRAL

En dubbelintegral [ [, f p f(x,y)dA kallas generaliserad om
e D inte &dr begridnsad méngd, eller

e f inte dr begriansad pa D.

Konvergens for generaliserade integraler:

Man skall, i princip, ta en foljd av allt storre begrinsade delméngder
D, av D, D, 1 C D,, dar f &r begrinsad och UD, = D. Konver-
gens innebdr da att man far samma grinsvirde da n — oo oavsett hur
méngderna D,, valts.

Lat Q vara ett (6ppet) omrade i planet och lat f vara kontinuerlig i €.
Antag att f > 0 pa Q.

Lat M vara mingden av alla integraler [[, f(z,y)dxdy, dir D &r ett
begrinsad delméngd av €2 sa att f &r begrédnsad i D.

Def. Vi séger att den generaliserade integralen

/ /Q f(,y)ddy

drkonvergent om méngden M &r uppat begrinsad, och divergent om
sa inte ar fallet.
Om integralen &r konvergent vi sétter

/ f(z,y)dxdy = sup M.
Q

Man kan visa att fo x,y)drdy = lim, e ffD fdzxdy for godtycklig
foljd (Dy)02,, dér varje D, dr en begridnsad kvadrerbar delméngd av
Q sadan att f &r begrdnsad pa D,, D, C D,y1 och varje begrinsad
kvadrerbar delméngd D av §2 i vilken f &r begrinsad ligger i nagon av
D,.

Pa liknande sétt definieras konvegens/divergens for en generaliserad in-
tegral med negativ integrand f.

Sats. Om f inte vixlar tecken i {2 och Q dr y-enkelt sa géller foljande:

Om b d
/ ( / (:) f<x,y>dy> o

ar dndligt sa ar den generaliserade integralen konvergent och

[ [ s | b ( / :j)f(:v,y)dy) dr.

det dr tillatet att byta variabler i en generaliserad integral.

Jamforelsekriterium:

0 < flz,y) <g(z,9), (,
{ f ng 2, 1)dzdy ir konvergent f x,y)dxdy &r konvergent

((0< flr.v) < alz. ). (r.v) € Q ([



Om f antar bade positiva och negativa virde och den generaliserade
integralen [ [, |f(z,y)|dA &r konvergent sa séger vi att [ [, f(x,y)dA
ar konvergent.

Ekvivalent: [ [, f(x,y)dzdy ér konvergent om bade integralerna

/ /Q ftdady och / /Q Fdady

ar konvergenta, dér

_ | flzyy) da f(x,y) >0
Friay) = { 0 da f(z,y) <0

— _ —f(:v,y) dé f(lf,y) S 0
f (x,y)—{o da f(z,y) > 0

Om 2 ar dessutom y-enkelt kan den senare beriknas genom upprepad
integrering.

TRIPPELINTEGRALER

Vi definierar trippelintegraler genom att félja samma monstret som for
dubbelintegraller: vi definierar forst trippelintegral av en trappfunktion
f(z,y,z) pa ett axelparallellt rédtblock A genom att siitta

///A f(a,y, 2)dadydz = cijrn(Dir),
1,5,k

dér p(Ayj) dr volymen av axelparallella delblock Ayjp: 21 < @ < w4,
Yi-1 Sy < yj, zp—1 < 2 < 2 och f(z,y,2) = ¢y for (2,y,2) € Agjg;
denna integral utvidgas sedan steg for steg tills man har integraller av

formen
] v 2)dodyiz
D

med kontinuerlig f(z,v,2) och (kvadrerbart) omrade D C R3.

/// dzdydz = (D) = volymen av D.
D

Generaliserade trippelintegraler inféres pa motsvarande sétt som gene-
raliserade dubbelintegraler.

Trippelintegraler 6ver speciella omrade.

Om D ér en axelparallell riatblock: D = {(z,y,2) :a <z <bc<y <
die < z< f};sa

JI[ sz = [ ([*( [ ste20:) ) a,

(z, y, z far byta rollerna).

Om D = {(z,y,2) : a(z,y) < 2 < B(z,y), (z,y) € E}, (E &r proektionen
av D pa xy-planet) «, 8 &ar kontinuerliga , sa
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(z, y, z far byta rollerna).

Om D = {(z,y,2) : a <z < b,(y,2) € Ey}, (Ey &r snittet mellan
kroppen D och planet genom (z,0,0) parallelt med yz-planet) sa

///D f(@.y, z)dvdydz = /ab (/ . f(z,y, z)dydz> dz,

(z, y, z far byta rollerna).

Variabelsubstitution

Antag att 1 = gi(u), z2 = go(u), v3 = gz(u) #r en bijektiv C1-
avbildning mellan omradena E i ujusus-rummet och D i xqxox3-rummet

sadan att funktionaldeterminanten J(u) = % ar skild fran noll i
E

Om f(x,y, z) ar integrerbar pa D sa &r

/ / /D F(x)dz1dwadas
- / / /E F(g(w) |7 (W) durdusdug

Sférisk (rymdpolér) substitution

r = pcos¢osind
y = psingsiné
z = pcosf

dV = dzdydz = p? sin 0dpdfdg




