DUBBELINTEGRAL

Dubbelintegral 6ver allminnare omraden:

Antag att f(x,y) ar definierad och begrinsad pa ett begrinsat omrade
D.

Vilj en axelparallell rektangel A som innehaller D. Lat fp(z,y) vara en
utvidgning av f till A som ges av

e = {15 LSS

Vi séiger att f &r integrerbar 6ver D om fp &r integrerbar éver nagon
rektangel A som omfattar D och vi sétter

l/;é)f(w,y)dxdy::g/yi.ﬁo(w,y)dxdy

Obs! Definitionen ar oberoende av valet A.

Rékneregler:

//D afdrdy = oz//D fdxdy (a konstant)
/ /D (f +g)dwdy = / /D fdady + / /D gdwdy

3. f<gpa D= [, fdrdy < [[, gdxdy
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Om D inte dr en rektangel sa blir oftast fp(z,y) icke kontinuerlig (dis-
kontinuitet pa randen) och vi kan inte anvinda féregaende sats direkt.
Men om randen &r snill” (en nollméngd) har den ingen betydelse.

Nollméngder

Def. 6.4 En mingd N i planet kallas en nollméngd om vi for varje
€ > 0 kan téicka 6ver N med dndligt manga axelparallella rektanglar vars
sammanlagda area &r hogst e.

En méngd D kallas kvadrarbar om dess rand ar en nollméngd.
Unionen av tva nollméngder dr en nollméngd.

Lemma 6.1 Grafen till en kontinuerlig funktion av en variabel y = ¢(x)
utgor en nollmingd.



Lemma 6.2 Antag att f &r likformigt kontinuerlig och begrinsad pa en
kvadrerbar méngd D. Da ar f integrerbar 6ver D.

Lemma 6.3 Varje begrinsad funktion f &r integrerbar 6ver en nollméngd

N och
// fdxdy =0
N

Nollmdngder har ingen betydelse

Dubbelintegraler 6ver speciella omrade.

Ett omrade D kallas y-enkelt om det kan skrivas
D={(z.y):a<w<belr) <y<da)},

dir y = ¢(x), y = d(z) &r kontinuerliga kurvor.

Sats 6.4 Om f &r kontinuerlig pa D sa &r f integrerbar 6ver D och

//D f(z,y)dA = /ab (/::)f(:v,y)dy> dx.

(Dubbelintegralen berdknas genom upprepad integrering).
Obs! Vi kan byta rollerna av x och y och prata om z-enkla omrade.

Medelviarde.

Lat f vara kontinuerlig pa en kompakt méngd D. Da har f ett sorsta
och ett minsta virde M och resp. N. Om D &r en sammanhéngande
méngd antar f alla virde i intervallet [M, N].

Vi har alltsa M < f(x,y) < N och ddrmed om p(D) &r arean av D
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M < M(lD)//D f(@,y)dzdy < N.

Darfor
Medelvirdesatsen. Det finns (g, y0) € D sa att

//D f(z,y)dA = f(xo,y0) - (arean av D).

f(zo,yo) kallas medelvirdet for f pa D.



